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Abstrat
This is the logial foundation for for Relativity Theory, Probability Theory, and for
Quantum Theory. Contents is the following:
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fun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. 4.7 Consisten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Àííîòàöèÿ
Ýòî ëîãè÷åñêèå îñíîâàíèÿ äëÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è
êâàíòîâîé òåîðèè.
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1 Ââåäåíèå
Êàê ìû çíàåì, âñÿêàÿ èçè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñîñòîèò èç áàçèñíûõ ïîíÿòèé è
ïîñòóëàòîâ è èç çàêëþ÷åíèé, ïîëó÷åííûõ èç ýòèõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ êëàññè÷åñêîé
ëîãèêîé. Ìû èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåîðèé, èç êîòîðûõ êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ
îáúÿñíÿåò ïðåäûäóùóþ ïî ïðàâèëàì ýòîé ëîãèêè. Òî åñòü áàçèñíûå òåðìèíû
è ïîñòóëàòû êàæäîé ñëåäóþùåé òåîðèè áîëåå ëîãè÷íû, ÷åì áàçèñíûå ïîíÿòèÿ è
àêñèîìû ïðåäûäóùåé. È êîãäà ýòè áàçèñíûå ýëåìåíòû òåîðèè ñòàíóò àáñîëþòíî
ëîãè÷íûìè, òî åñòü êîãäà ñòàíóò òåðìèíàìè è ïðàâèëàìè êëàññè÷åñêîé ëîãèêè,
òîãäà òåîðåòè÷åñêàÿ èçèêà çàêîí÷èòñÿ, ïîòîìó ÷òî ýòî óæå áóäåò íå èçèêà, à
ëîãèêà. Ïîõîæå, ÷òî òàêàÿ ñèòóàöèÿ íå çà ãîðàìè.
Ñîäåðæàíèå ýòîé ðàáîòû ñëåäóþùåå:
Âî âòîðîé ãëàâå íà îñíîâàíèè ïîíÿòèÿ èñòèííîñòè [1℄ ñòðîèòñÿ âàðèàíò
ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè ñ áóëåâîé óíêöèåé.
Â òðåòüåé ãëàâå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ïîíÿòèÿ è îòíîøåíèÿ âûâîäÿòñÿ
èç ëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ èíîðìàöèè:
Âñÿêàÿ èíîðìàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ îò èçè÷åñêîãî ïðèáîðà a, ìîæåò áûòü
âûðàæåíà ìíîæåñòâîì â ïðåäëîæåíèé êàêîãî-ëèáî ÿçûêà. â íàçûâàåòñÿ ðåêîðäåðîì
ïðèáîðà a. Íåêîòîðûå ñèñòåìû ðåêîðäåðîâ îáðàçóþò ñòðóêòóðû, ïîäîáíûå ÷àñàì.
Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ èç ëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâà ðåêîðäåðîâ
[5℄:
Âî-ïåðâûõ, âñå òàêèå ÷àñû "èäóò â îäíó ñòîðîíó", ò.å. åñëè ñîáûòèå, âûðà-
æàåìîå ïðåäëîæåíèåì A, ïðåäøåñòâóåò ñîáûòèþ, âûðàæåííîìó ïðåäëîæåíèåì B,
ïî êàêèì-íèáóäü èç ýòèõ ÷àñîâ, òî òàê æå äëÿ îñòàëüíûõ.
Âî-âòîðûõ, âðåìÿ, îïðåäåëåííîå òàêèìè ÷àñàìè, îêàçûâàåòñÿ íåîáðàòèìûì,
ò. å. íè îäèí ðåêîðäåð íå ìîæåò ïîëó÷èòü èíîðìàöèþ î òîì, ÷òî êàêîå-ëèáî
ñîáûòèå ïðîèçîøëî, äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî ñîáûòèå äåéñòâèòåëüíî íå ïðîèçîéäåò.
Òàêèì îáðàçîì, íèêòî íå ìîæåò âåðíóòüñÿ â ïðîøëîå èëè ïîëó÷èòü èíîðìàöèþ
èç áóäóùåãî.
Â òðåòüèõ, ìíîæåñòâî ðåêîðäåðîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîãðóæàåòñÿ â ìåòðè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî; ò. å. âñå àêñèîìû ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëó÷àþòñÿ èç
ëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâà ðåêîðäåðîâ.
Â-÷åòâåðòûõ, åñëè ýòî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îêàæåòñÿ ýâêëèäîâûì, òî
ñîîòâåòñòâóþùåå "ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ" ðåêîðäåðîâ ïîä÷èíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿì
ïîëíîé ãðóïïû Ïóàíêàðå. Ò. å. â ýòîì ñëó÷àå ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè
ñëåäóåò èç ëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ èíîðìàöèè. Åñëè ýòî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
íå ýâêëèäîâî, òî ëþáàÿ íåëèíåéíàÿ ãåîìåòðèÿ ìîæåò áûòü ñîðìóëèðîâàíà íà
ïðîñòðàíñòâå ðåêîðäåðîâ, è ëþáîé âàðèàíò îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ìîæåò
áûòü ðåàëèçîâàí íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå.
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Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå "ñîáûòèå" êàê ïîíÿòèå ïðîïîçèöèîíàëüíîé
ëîãèêè. Îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè è ïîíÿòèå "èçè÷åñêîå ñîáûòèå".
Â ïàðàãðàå 4.1 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå "B-óíêöèè" [3℄, óäîâëåòâîðÿþùåé âñåì
ñâîéñòâàì êëàññè÷åñêîé óíêöèè âåðîÿòíîñòè.
Â ïàðàãðàå 4.2 äëÿ òàêèõ óíêöèé ñòðîèòñÿ ñõåìà íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé è
âûâîäèòñÿ îðìóëà Áåðíóëëè [12℄.
Â ïàðàãðàå 4.3 îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå "P-óíêöèè", äëÿ êîòîðîé âûâîäèòñÿ
Çàêîí Áîëüøèõ ×èñåë â îðìå Áåðíóëëè. Ò.å. ïîëó÷àåòñÿ óíêöèÿ, ïîä÷èíÿþùà-
ÿñÿ âñåì ñâîéñòâàì êëàññè÷åñêîé óíêöèè âåðîÿòíîñòè è èìåþùàÿ ñòàòèñòè÷åñêèé
ñìûñë.
Â ïàðàãðàå 4.4 äëÿ òàêîé óíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå "óñëîâíîé âåðîÿò-
íîñòè". À è ïàðàãðàå 4.5 - ïîíÿòèå "êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè".
Â ïàðàãðàå 4.6 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó âåðîÿòíîñòüþ è êëàññè÷åñêîé
ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêîé.
Â ïàðàãðàå 4.7 ÷åòâåðòîé ãëàâû ñòðîèòñÿ âåðñèÿ íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà
[4℄, ïîäõîäÿùåãî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ
óíêöèè âåðîÿòíîñòè, è äîêàçûâàåòñÿ ýòà íåïðîòèâîðå÷èâîñòü.
Â ïÿòîé ãëàâå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ñîîòíîøåíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ êàê ïîíÿòèÿ è îòíîøåíèÿ òîé ÷àñòè òåîðèè âåðîÿòíîñòè, êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ
ê òî÷å÷íûì ñîáûòèÿì â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè [6℄:
Â ïàðàãðàå 5.1 âåðîÿòíîñòè, ñâÿçûâàþùèå òî÷å÷íûå ñîáûòèÿ, âûðàæàþòñÿ
ñïèíîðíûìè óíêöèÿìè è îïåðàòîðàìè ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé,
àíàëîãè÷íûìè ïîëåâûì îïåðàòîðàì êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Çäåñü æå îïðåäåëÿåò-
ñÿ ïîíÿòèå êëèîðäîâîãî ìíîæåñòâà ìàòðèö, â ÷àñòíîñòè - ïîíÿòèå ëåãêîé
êëèîðäîâîé ïåíòàäû, ïîíÿòèå öâåòíûõ è âêóñîâûõ êëèîðäîâûõ ïåíòàä
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è äëÿ ñïèíîðíûõ óíêöèé ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â îðìå óðàâíåíèé
Äèðàêà ñ äîïîëíèòåëüíûìè ïîëÿìè, îäíè èç êîòîðûõ îáðàçóþò ìàññîâûå ÷ëåíû, à
äðóãèå âåäóò ñåáÿ êàê êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ.
Â óðàâíåíèå Äèðàêà âõîäÿò òîëüêî ÷åòûðå ýëåìåíòà ïåíòàäû Êëèîðäà.
Òðè èç ýòèõ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþò òðåì ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì, à
÷åòâåðòàÿ - èëè îáðàçóåò ìàññîâûé ÷ëåí, èëè ñîîòâåòñòâóåò ÷åòâåðòîé - âðåìåííîé
- êîîðäèíàòå.
Íî ïåíòàäà Êëèîðäà ñîäåðæèò ïÿòü ýëåìåíòîâ. Ïîâèäèìîìó åñòü ñìûñë
äîïîëíèòü óðàâíåíèå Äèðàêà åùå îäíèì ìàññîâûì ÷ëåíîì ñ ïÿòûì ýëåìåíòîì
ïåíòàäû. Òî åñòü ìàññîâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ Äèðàêà áóäåò ñîäåðæàòü äâà ÷ëåíà.
Áîëåå òîãî, åñëè ýòèì äâóì ìàññîâûì ÷ëåíàì êëèîðäîâîé ïåíòàäû ïîñòàâèòü
â ñîîòâåòñòâèå äâå äîïîëíèòåëüíûõ êâàçèïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàòû, òî
ïîëó÷èòñÿ îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Äèðàêà, â êîòîðîå âñå ïÿòü ýëåìåíòîâ êëèîð-
äîâîé ïåíòàäû è âñå ïÿòü ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò âõîäÿò îäèíàêîâûì
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Â ïàðàãðààõ 5.2-5.6 ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ñîäåðæàùèå òîëüêî ýëåìåíòû
ëåãêîé ïåíòàäû. Òàêèå óðàâíåíèÿ çäåñü íàçûâàþòñÿ ëåïòîíííûìè.
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îáðàçîì. Â òàêîì ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âñå ëîêàëüíûå ñêîðîñòè ïî ìîäóëþ
ðàâíû åäèíèöå.
Â ïàðàãðàå 5.2 ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåîïðåäåëåííîå ïîäîáíûì îáðàçîì óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ â 2-ïðîñòðàíñòâå ÷åòâåðòîé è
ïÿòîé êîîðäèíàò. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåò ïîëå, àíàëîãè÷íîå B-áîçîííîìó
ïîëþ.
Â ïàðàãðàå 5.3 îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå, ñîîòâåòñòâóþùåå êâàíòîâî-òåîðåòè÷å-
ñêîìó ïîíÿòèþ ìàññû:
Òàê êàê çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé íå îïðåäåëÿþòñÿ àáñîëþòíî òî÷íî, òî äîïîëíè-
òåëüíûå ïîëÿ, îáðàçóþùèå ìàññîâûå ÷ëåíû ïðåäñòàâèìû äîñòàòî÷íî òîíêèìè
ñëîÿìè. À âåëè÷èíû òåõ äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, êîòîðûå ââîäÿòñÿ
äëÿ îäíîðîäíîñòè ìàññîâûõ ÷ëåíîâ, ìîæíî îãðàíè÷èòü áîëüøèì ÷èñëîì áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð ìàññ ïîëó÷àåòñÿ äèñêðåòíûì, è â
êàæäîé òî÷êå 3+1 ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëèáî íàõîäèòñÿ òîëüêî îäíà ìàññà, ëèáî
ýòà òî÷êà ïóñòàÿ.
Ìàññà ïðåäñòàâëåíà êâàäðàòíûì êîðíåì èç ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ öåëûõ ÷èñåë:
m0 =
√
n20 + s
2
0
èç äâóõ ìàññîâûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Íî ýòî óðàâíåíèå èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ â 2-ïðîñòðàíñòâå ÷åòâåðòîé è ïÿòîé êîîðäèíàòû. Òî åñòü
ìàññà ñàìà äîëæíà áûòü âûðàæåíà íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, è ÷èñëà â ìàññîâûõ
÷ëåíàõ äîëæíû îñòàâàòüñÿ öåëûìè ïðè ïîâîðîòàõ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìàññà è ñîñòàâëÿþùèå åå ÷èñëà ìàññîâûõ ÷ëåíîâ äîëæíû
ñîñòàâëÿòü ïèàãîðîâó òðîéêó 〈m0;n0, s0〉 [7℄. Çäåñü m0 íàçûâàåòñÿ îòöîì
òðîéêè. Ïðè ïîâîðîòàõ â 2-ïðîñòðàíñòâå ÷åòâåðòîé è ïÿòîé êîîðäèíàòû îäíà
ïèàãîðîâà òðîéêà äîëæíà çàìåíÿòüñÿ íà äðóãóþ ñ òåì æå ñàìûì îòöîì. Òî
åñòü äëÿ çàäàííîé òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ óãëà ïîâîðîòà äîëæíî ñóùåñòâîâàòü òàêîå
ñåìåéñòâî ïèàãîðîâûõ òðîåê ñ îäíèì è òåì æå îòöîì, ÷òî ïðè ïîâîðîòå íà ýòîò
óãîë îäíà òðîéêà ñåìåéñòâà çàìåíÿåòñÿ äðóãîé òðîéêîé èç ýòîãî æå ñåìåéñòâà. Äëÿ
ëþáîé òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ óãëîâ ïîâîðîòîâ â äàëüíèõ ÷àñòÿõ íàòóðàëüíîãî ðÿäà
ñóùåñòâóþò îòöû, îáåñïå÷èâàþùèå òàêóþ òî÷íîñòü. ß ïîëàãàþ, ÷òî ýòè ñåìåéñòâà
ïèàãîðîâûõ òðîåê ñîîòâåòñòâóþò ñåìåéñòâàì ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.
Â ïàðàãðàå 5.4 îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèö îïðåäåëÿþòñÿ êàê
Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ âåðîÿòíîñòè, à àíòè÷àñòèöû
- ñòàíäàðòíûì îáðàçîì.
Â ïàðàãðàå 5.5 ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà äâóõ-
ìàññîâûõ óíêöèÿõ, ñîõðàíÿþùèå 4-âåêòîð òîêà âåðîÿòíîñòè. Ñðåäè òàêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé åñòü ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåêòðîñëàáûì êàëèáðîâî÷íûì ïîëÿì.
Ýòè ýëåêòðîñëàáûå óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òîæå âûðàæàþòñÿ ïîâîðîòàìè
â 2-ïðîñòðàíñòâå ÷åòâåðòîé è ïÿòîé ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. ×àñòèöû,
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àíàëîãè÷íûå íåéòðèíî (íåéòðèííî), ïîÿâëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå òàêèõ ïðåîáðàçîâà-
íèé. Íåéòðèííî îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî ñâÿçàííûìè ñî ñâîèìè ëåïòîííàìè.
Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé, è â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ ïîëÿ, àíàëîãè÷íûå W -áîçîííûì. Áåçìàññîâîå ïîëå
Fµ,ν = ∂µWν − ∂νWµ − i g2
2
(WµWν −WνWµ)
ââîäèòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì, íî ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî õîòÿ Fµ,ν áåçìàññîâîå, åãî îáðàçóþùèå Wµ ëîêàëüíî âåäóò ñåáÿ
êàê ìàññèâíûå ïîëÿ.
Áåçìàññîâîå ïîëå A è ìàññèâíîå ïîëå Z îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïî
ïîëÿì B è W .
Â ïàðàãðàå 5.6 ïîêàçàíî, ÷òî ëåïòîíííîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ â 3-ïðîñòðàíñòâå ïåðâûõ îáû÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ
êîîðäèíàò è ëîðåíöåâûõ ïîâîðî-òîâ â 3+1 ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ, ñîñòâëåííûå ýëåìåíòàìè öâåòíûõ ïåíòàä, ïðè òàêèõ ïîâîðîòàõ ïåðåìå-
øèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Òî åñòü ÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåíòàäàì ðàçíûõ
öâåòîâ, íåðàçäåëèìû â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè (êîíàéíìåíò). Òàêèõ ÷àñòèö â
ñåìåéñòâå äâà ñîðòà ïî òðè öâåòà - âñåãî øåñòü. ß íàçûâàþ èõ êâàððêàìè.
Â ïàðàãðàå 5.7 ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âêóñîâûõ ïåíòàä â íûíåøíåé êâàíòîâîé
òåîðèè íåò ïðèìåíåíèÿ.
Â ïàðàãðàå 5.8 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ ñ ïàðîé òî÷å÷íûõ ñîáûòèé è et.
Â ïàðàãðàå 5.9 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì
ñïèíîðîâ è íîðìèðîâàííîé àëãåáðîé ñ äåëåíèåì è íà îñíîâàíèè òåîðåì óðâèöà
è Ôðîáåíèóñà [8℄, [9℄ ïîëó÷àåòñÿ âûâîä î ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà òî÷å÷íûõ
ñîáûòèé.
Â ïàðàãðàå 5.10 ðàçâèâàåòñÿ èäåÿ (Bergson, Whitehead, Capek, Whipple jr. and
J. Jeans [10℄) èíòåðïðåòàöèè êâàíòîâîé òåîðèè ñîáûòèÿìè.
2 Êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà
àññìàòðèâàåì ïîâåñòâîâàòåëüíûå ïðåäëîæåíèÿ ðóññêîãî ÿçûêà.
Îïðåäåëåíèå 2.1.1 Ïðåäëîæåíèå ≪ Θ≫ èñòèííî, åñëè è òîëüêî åñëè Θ [1℄.
Íàïðèìåð, ïðåäëîæåíèå ≪Èäåò äîæäü≫ èñòèííî, åñëè è òîëüêî åñëè èäåò
äîæäü.
Îïðåäåëåíèå 2.1.2Ïðåäëîäæåíèå≪ Θ≫ ëîæíî, åñëè è òîëüêî åñëè íåâåðíî,
÷òî Θ.
Îïðåäåëåíèå 2.1.3 Ïðåäëîæåíèÿ A è B ðàâíû (A = B), åñëè A èñòèííî, åñëè
è òîëüêî åñëè B èñòèííî.
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Äàëåå ÿ èñïîëüçóþ îáû÷íûå ïîíÿòèÿ êëàññè÷åñêîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè
[2℄.
Îïðåäåëåíèå 2.1.4 Ïðåäëîæåíèå C íàçûâàåòñÿ êîíúþíêöèåé ïðåäëîæåíèé A
è B (C = (A&B)), åñëè C èñòèííî, åñëè è òîëüêî åñëè A èñòèííî, è B èñòèííî.
Îïðåäåëåíèå 2.1.5 Ïðåäëîæåíèå C íàçûâàåòñÿ îòðèöàíèåì ïðåäëîæåíèÿ A
(C = (¬A)), åñëè C èñòèííî, åñëè è òîëüêî åñëè A ëîæíî.
Òåîðåìà 2.1.1
1) (A&A) = A;
2) (A&B) = (B&A);
3) (A&(B&C)) = ((A&B)&C);
4) åñëè T èñòèííîå ïðåäëîæåíèå, òî äëÿ êàæäîãî ïðåäëîæåíèÿ A: (A&T ) = A.
5) åñëè F ëîæíîå ïðåäëîæåíèå, òî (A&F ) = F .
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.1.1: Èç Îïðåäåëåíèÿ 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3, 2.1.4. 
Îïðåäåëåíèå 2.1.6 Êàæäàÿ óíêöèÿ g, îïðåäåëåííàÿ â ìíîæåñòâå ïðåäëîæå-
íèé, èìåþùàÿ îáëàñòü çíà÷åíèé íà äâóõ-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå {0; 1} íàçûâàåòñÿ
áóëåâîé óíêöèåé åñëè:
1) g (¬A) = 1− g (A) äëÿ êàæäîãî ïðåäëîæåíèÿ A;
2) g (A&B) = g (A) · g (B) äëÿ âñåõ ïðåäëîæåíèé A è B.
Îïðåäåëåíèå 2.1.7 Ìíîæåñòâî ℑ ïðåäëîæåíèé íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì ìíîæå-
ñòâîì, åñëè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà A ýòîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóþò áóëåâû óíêöèè
g1 è g2, êîòîðûå ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) g1 (A) 6= g2 (A);
2) g1 (B) = g2 (B) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà B ìíîæåñòâà ℑ, òàêîãî ÷òî B 6= A.
Îïðåäåëåíèå 2.1.8 Ìíîæåñòâî [ℑ] ïðåäëîæåíèé íàçûâàåòñÿ ïðîïîçèöèîíàëü-
íûì çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà ℑ, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) åñëè A ∈ ℑ, òî A ∈ [ℑ];
2) åñëè A ∈ [ℑ], òî (¬A) ∈ [ℑ];
3) åñëè A ∈ [ℑ] è B ∈ [ℑ], òî (A&B) ∈ [ℑ];
4) êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ ïåðâûìè òðåìÿ ïóíêòàìè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, íèêàêèõ
äðóãèõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà [ℑ] íåò.
Â ñëåäóþùåì òåêñòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà [ℑ] íàçûâàþòñÿ ℑ-ïðåäëîæåíèÿìè.
Îïðåäåëåíèå 2.1.9 ℑ-ïðåäëîæåíèå A íàçûâàåòñÿ òàâòîëîãèåé, åñëè äëÿ âñåõ
áóëåâûõ óíêöèé g:
g(A) = 1.
8
Îïðåäåëåíèå 2.1.10 Äèçúþíêöèÿ è èìïëèêàöèÿ îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íûì îá-
ðàçîì:
(A ∨B) def= (¬ ((¬A) & (¬B))) ,
(A⇒ B) def= (¬ (A&(¬B))) .
Ïî ýòîìó îïðåäåëåíèþ è ïî Îïðåäåëåíèÿì 2.1.4 è 2.1.5:
(A ∨B) ëîæíî, åñëè è òîëüêî åñëè A ëîæíî è B ëîæíî.
(A⇒ B) ëîæíî, åñëè è òîëüêî åñëè A èñòèííî, à B ëîæíî.
Îïðåäåëåíèå 2.1.11 ℑ-ïðåäëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîé àêñèî-
ìîé, [2℄, åñëè ýòî ïðåäëîæåíèå íàõîäèòñÿ â îäíîé èç ñëåäóþùèõ îðì:
A1. (A⇒ (B ⇒ A));
A2. ((A⇒ (B ⇒ C))⇒ ((A⇒ B)⇒ (A⇒ C)));
A3. (((¬B)⇒ (¬A))⇒ (((¬B)⇒ A)⇒ B)).
Ïóñòü ℑ - íåêîòîðîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî. Íèæå ÿ ðàññìàòðèâàþ òîëüêî ℑ-
ïðåäëîæåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 2.1.12 Ïðåäëîæåíèå B ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäëîæåíèé (A⇒ B) è
A ïî ëîãè÷åñêîìó ïðàâèëó modus ponens.
Îïðåäåëåíèå 2.1.13 [2℄ Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A1, A2, . . . , An ïðåäëîæåíèé íà-
çûâàåòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûì âûâîäîì ïðåäëîæåíèÿ A èç ñïèñêà ãèïîòåç Γ
(îáîçíà÷åíèå: Γ ⊢ A), åñëè An = A è äëÿ âñåõ ÷èñåë l (1 ≤ l ≤ n): Al åñòü
ëèáî ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ àêñèîìà, ëèáî Al ïîëó÷àåòñÿ èç êàêèõ-ëèáî ïðåäëîæåíèé
Al−k è Al−s ïî modus ponens, ëèáî Al ∈ Γ.
Îïðåäåëåíèå 2.1.14 Ïðåäëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíî äîêàçóåìûì
ïðåäëîæåíèåì, åñëè ýòî ïðåäëîæåíèå åñòü ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ àêñèîìà èëè ýòî
ïðåäëîæåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ïðîïîçèöèîíàëüíî äîêàçóåìûõ ïðåäëîæåíèé ïî modus
ponens.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè A ïðîïîçèöèîíàëüíî äîêàçóåìî, òî ñóùåñòâóåò ïðîïîçè-
öèîíàëüíûé âûâîä âèäà:
⊢ A.
Òåîðåìà 2.1.2 [2℄ Åñëè ïðåäëîæåíèå A ïðîïîçèöèîíàëüíî äîêàçóåìî, òî äëÿ
âñåõ áóëåâûõ óíêöèé g: g (A) = 1.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.1.2: [2℄ 
Òåîðåìà 2.1.3 (Òåîðåìà î ïîëíîòå) [2℄ Âñå òàâòîëîãèè ïðîïîçèöèîíàëüíî
äîêàçóåìû.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.1.3: [2℄ 
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3 Âðåìÿ è ïðîñòðàíñòâî
3.1 åêîðäåðû
Èíîðìàöèÿ, ïîëó÷àåìàÿ îò èçè÷åñêèõ ïðèáîðîâ, ìîæåò áûòü âûðàæåíà
òåêñòîì, ñîñòàâëåííûì ïîâåñòâîâàòåëüíûìè ïðåäëîæåíèÿìè.
Ïóñòü â - êàêîé-ëèáî îáúåêò, ñïîñîáíûé ïðèíèìàòü, ñîõðàíÿòü è/èëè ïåðåäà-
âàòü èíîðìàöèþ [16℄. Ìíîæåñòâî a ïðåäëîæåíèé, âûðàæàþùèõ èíîðìàöèþ
îáúåêòà â, íàçûâàåòñÿ ðåêîðäåðîì ýòîãî îáúåêòà. Ò.å. âûðàæåíèå: ≪ Ïðåäëîæåíèå
≪ A≫ åñòü ýëåìåíò ìíîæåñòâà a.≫ îçíà÷àåò: ≪ â èìååò èíîðìàöèþ î òîì, ÷òî
ïðîèçîøëî ñîáûòèå, âûðàæàåìîå ïðåäëîæåíèåì ≪ A ≫ . ≫. Èëè êîðî÷å: ≪ â
çíàåò, ÷òî A.≫. Èëè ïî îáîçíà÷åíèþ: ≪ a• ≪ A≫≫.
Î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
I. Äëÿ ëþáîãî a è äëÿ êàæäîãî A: íåâåðíî, ÷òî a• (A&(¬A)), ò.å. íè îäèí
ðåêîðäåð íå ñîäåðæèò ëîãè÷åñêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ.
II. Äëÿ êàæäîãî a, äëÿ ëþáîãî B è äëÿ âñåõ A: åñëè B ñëåäóåò èç A, è a•A, òî
a•B.
*III. Äëÿ âñåõ a, b è äëÿ êàæäîãî A: åñëè a• ≪ b•A≫, òî a•A.
Íàïðèìåð, åñëè ïðèáîð â èìååò èíîðìàöèþ î òîì, ÷òî ïðèáîð b̂ èìååò
èíîðìàöèþ î òîì, ÷òî ìàññà ÷àñòèöû
←−χ ðàâíà 7, òî ïðèáîð â èìååò èíîðìàöèþ
î òîì, ÷òî ìàññà ÷àñòèöû
←−χ ðàâíà 7.
3.2 Âðåìÿ
àññìàòðèâàåì êîíå÷íûå (âîçìîæíî - ïóñòûå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ òèïà:
q•.
Îïðåäåëåíèå 3.2.1 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α åñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè β (α ≺ β), åñëè α ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç β âû÷åðêèâàíèåì
íåêîòîðûõ (âîçìîæíî - âñåõ) ýëåìåíòîâ.
Îáîçíà÷èì: (α)
1
åñòü α, è (α)
k+1
åñòü α (α)
k
.
Ïîýòîìó, åñëè k ≤ l, òî (α)k ≺ (α)l.
Îïðåäåëåíèå 3.2.2 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α ýêâèâàëåíòíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
β (α ∼ β), åñëè α ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç β çàìåíîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè òèïà
(a•)k ïîñëåäîâà-òåëüíîñòüþ òàêîãî æå òèïà ((a•)s).
Â ýòîì ñëó÷àå:
III. Åñëè β ≺ α èëè β ∼ α, òî äëÿ ëþáîãî K:
åñëè a•K, òî a• (K&(αA⇒ βA)).
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Î÷åâèäíî, III åñòü óòî÷íåíèå óñëîâèÿ *III.
Îïðåäåëåíèå 3.2.3 ×èñëî q åñòü ìîìåíò, â êîòîðûé a ðåãèñòðèðóåò B ïî
κ−÷àñàì {g0, A,b0} (îáîçíà÷åíèå: q åñòü [a•B ↑ a, {g0, A,b0}]), åñëè:
1. äëÿ ëþáîãî K: åñëè a•K, òî a• (K&(a•B ⇒ a• (g•0b•0)q g•0A)) è
a•
(
K&
(
a• (g•0b
•
0)
q+1
g•0A⇒ a•B
))
.
2.7.1. a•
(
a•B&
(
¬a• (g•0b•0)q+1 g•0A
))
.
Ëåììà 3.2.1 Åñëè
q åñòü [a•αB ↑ a, {g0, A,b0}] , (1)
p åñòü [a•βB ↑ a, {g0, A,b0}] , (2)
α ≺ β, (3)
òî
q ≤ p.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èç (2):
a•
(
(a•βB)&
(
¬a• (g•0b•0)(p+1) g•0A
))
.
Îòñþäà è èç (3) ïî III:
a•
((
a•βB&
(
¬a• (g•0b•0)(p+1) g•0A
))
&(a•βB ⇒ a•αB)
)
.
Îòñþäà ïî II:
a•
(
a•αB&
(
¬a• (g•0b•0)(p+1) g•0A
))
.
Îòñþäà è èç (1):
a•
((
a•αB&
(
¬a• (g•0b•0)(p+1) g•0A
))
&(a•αB ⇒ a• (g•0b•0)q g•0A)
)
.
Îòñþäà ïî II:
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a•
((
¬a• (g•0b•0)(p+1) g•0A
)
&a• (g•0b
•
0)
q
g•0A
)
(4)
Åñëè q > p, ò.å. q ≥ p+ 1, òî èç (4) ïî III:
a•
 ((¬a• (g•0b•0)(p+1) g•0A)&a• (g•0b•0)q g•0A)&(
a• (g•0b
•
0)
q
g•0A⇒ a• (g•0b•0)(p+1) g•0A
) 
.
Îòñþäà ïî II:
a•
((
¬a• (g•0b•0)(p+1) g•0A
)
&a• (g•0b
•
0)
(p+1)
g•0A
)
,
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ I. Ïîýòîìó, q ≤ p 
Èç Ëåììû 3.2.1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè q åñòü [a•B ↑ a, {g0, A,b0}],
è p åñòü [a•B ↑ a, {g0, A,b0}], òî q = p. Ïîýòîìó, âûðàæåíèå ≪ q åñòü
[a•B ↑ a, {g0, A,b0}]≫ ýêâèâàëåíòíî âûðàæåíèþ ≪ q = [a•B ↑ a, {g0, A,b0}]≫.
Îïðåäåëåíèå 3.2.4 κ-÷àñû {g1, B,b1} è {g2, B,b2} èìåþò îäèíàêîâîå íàïðàâ-
ëåíèå äëÿ a, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:
åñëè
r = [a• (g•1b
•
1)
q
g•1B ↑ a, {g2, B,b2}],
s = [a• (g•1b
•
1)
p
g•1B ↑ a, {g2, B,b2}],
q < p,
òî
r ≤ s.
Òåîðåìà 3.2.1 Âñå κ−÷àñû èìåþò îäèíàêîâîå íàïðàâëåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü
r
def
= [a• (g•1b
•
1)
q
g•1B ↑ a, {g2, B,b2}] ,
s
def
= [a• (g•1b
•
1)
p
g•1B ↑ a, {g2, B,b2}] ,
q < p.
Â ýòîì ñëó÷àå:
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(g•1b
•
1)
q ≺ (g•1b•1)p .
Ïîýòîìó ïî Ëåììå 3.2.1:
r ≤ s
Ñëåäîâàòåëüíî, ðåêîðäåð óïîðÿäî÷èâàåò ñâîè ïðåäëîæåíèÿ ïî ìîìåíòàì.
Ïðè÷åì, ýòîò ïîðÿäîê ëèíåéíûé è íå çàâèñèò îò òîãî, ïî êîòîðûì κ−÷àñàì îí
óñòàíîâëåí.
Îïðåäåëåíèå 3.2.5 κ−÷àñû {g2, B,b2} â k ðàç òî÷íåå κ−÷àñîâ {g1, B,b1} äëÿ
ðåêîðäåðà a, åñëè äëÿ êàæäîãî C âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:
åñëè
q1 = [a
•C ↑ a, {g1, B,b1}],
q2 = [a
•C ↑ a, {g2, B,b2}],
òî
q1 <
q2
k
< q1 + 1.
Ëåììà 3.2.2 Åñëè äëÿ êàæäîãî n:
qn−1 <
qn
kn
< qn−1 + 1, (5)
òî ðÿä
q0 +
∞∑
n=1
qn − qn−1kn
k1 . . . kn
ñõîäèòñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èç (5):
0 ≤ qn − qn−1kn < kn.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (3.2) çíàêîïîëîæèòåëüíûé è ìàæîðèðóåòñÿ ðÿäîì
q0 + 1 +
∞∑
n=1
1
k1 . . . kn
,
ñõîäèìîñòü êîòîðîãî ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåòñÿ ïðèçíàêîì ä'Àëàìáåðà 
Îïðåäåëåííèå 3.2.6 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü H˜ κ−÷àñîâ:
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〈{g0, A,b0} , {g1, A,b2} , ..., {gj , A,bj} , ... 〉
íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî òî÷íûìè κ−÷àñàìè ðåêîðäåðà a, åñëè äëÿ êàæäîãî j
ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî kj , òàêîå ÷òî κ−÷àñû {gj, A,bj} â kj ðàç òî÷íåå
κ−÷àñîâ {gj−1, A,bj−1}.
Â ýòîì ñëó÷àå åñëè
qj = [a
•C ↑ a, {gj , A,bj}] ,
t = q0 +
∞∑
j=1
qj − qj−1 · kj
k1 · k2 · ... · kj ,
òî
t åñòü
[
a•C ↑ a, H˜
]
.
Ëåììà 3.2.3 Åñëè
q
def
= q0 +
∞∑
j=1
qj − qj−1 · kj
k1 · k2 · ... · kj (6)
ñ
qn−1 ≤ qn
kn
< qn−1 + 1,
d
def
= d0 +
∞∑
j=1
dj − dj−1 · kj
k1 · k2 · ... · kj (7)
ñ
dn−1 ≤ dn
kn
< dn−1 + 1,
òî åñëè qn ≤ dn, òî q ≤ d.
Äîêàçàòåëüñòâî ×àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (6):
Qu
def
= q0 +
q1−q0k1
k1
+ q2−q1k2
k1k2
+ · · ·+ qu−qu−1ku
k1k2···ku ,
Qu = q0 +
q1
k1
− q0 + q2k1k2 −
q1
k1
+ · · ·+ qu
k1k2···ku −
qu−1
k1k2···ku−1 ,
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Qu =
qu
k1k2···ku .
Àíàëîãè÷íî, ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (7):
Du =
du
k1k2···ku .
Ñëåäîâàòåëüíî, èç óñëîâèÿ Ëåììû: Qn ≤ Dn 
Ëåììà 3.2.4 Åñëè
q åñòü
[
a•αC ↑ a, H˜
]
,
d åñòü
[
a•βC ↑ a, H˜
]
, è
α ≺ β, òî
q ≤ d
Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ñðàçó èç Ëåìì 3.2.1 è 3.2.3 
Àíàëîãè÷íî, - åñëè α ∼ β, òî q = d.
3.3 Ïðîñòðàíñòâî
Îïðåäåëåíèå 3.3.1 ×èñëî t íàçûâàåòñÿ âðåìåíåì, èçìåðåííûì ðåêîðäåðîì a
ïî ÷àñàì H˜, çà êîòîðîå ñèãíàë C ïðîøåë ïóòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a•αa•
(îáîçíà÷åíèå
t
def
= 
(
aH˜
)
(a•αa•C)),
åñëè
t =
[
a•αa•C ↑ a, H˜
]
−
[
a•C ↑ a, H˜
]
.
Òåîðåìà 3.3.1

(
aH˜
)
(a•αa•C) ≥ 0.
Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç Ëåììû 3.2.4 
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé "ñèãíàë", "ïîñëàííûé" ðåêîðäåðîì, "âåðíåòñÿ" ê íåìó
íå ðàíüøå, ÷åì áûë "ïîñëàí".
Îïðåäåëåíèå 3.3.2
15
1) Äëÿ êàæäîãî ðåêîðäåðà a: (a•)† = (a•);
2) äëÿ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé α è β: (αβ)
†
= (β)
†
(α)
†
.
Îïðåäåëåíèå 3.3.3 Ìíîæåñòâî ℜ ðåêîðäåðîâ åñòü âíóòðåííå íåïîäâèæíàÿ
ñèñòåìà äëÿ ðåêîðäåðà a ñ κ−÷àñàìè H˜ (îáîçíà÷åíèå: ℜ åñòü ISS
(
a, H˜
)
), åñëè
äëÿ âñåõ ïðåäëîæåíèé B è C, äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a1 è a2 ìíîæåñòâà ℜ è äëÿ
âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé α, îáðàçîâàííûõ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà ℜ, âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1)
[
a•a•2a
•
1C ↑ a, H˜
]
−
[
a•a•1C ↑ a, H˜
]
=
=
[
a•a•2a
•
1B ↑ a, H˜
]
−
[
a•a•1B ↑ a, H˜
]
;
2) 
(
aH˜
)
(a•αa•C) = 
(
aH˜
) (
a•α†a•C
)
.
Òåîðåìà 3.3.2
{a} − ISS
(
a, H˜
)
.
Äîêàçàòåëüñòâî
1) Ò.ê. a• ∼ a•a•, òî ïî Ëåììå 3.2.4: åñëè îáîçíà÷èòü:
p
def
=
[
a•a•B ↑ a, H˜
]
,
q
def
=
[
a•a•a•B ↑ a, H˜
]
,
r
def
=
[
a•a•C ↑ a, H˜
]
,
s
def
=
[
a•a•a•C ↑ a, H˜
]
,
òî q = p è s = r. Ïîýòîìó q − p = s− r.
2) Ò.ê. ëþáîé ðÿä α, ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {a}, ñîâïàäàåò ñ
α†, òî

(
aH˜
)
(a•αa•C) = 
(
aH˜
) (
a•α†a•C
)
. 
Ëåììà 3.3.1 Åñëè {a, a1, a2} åñòü ISS
(
a, H˜
)
, òî
[
a•a•2a
•
1a
•
2C ↑ a, H˜
]
−
[
a•a•2C ↑ a, H˜
]
=
=
[
a•a•1a
•
2a
•
1B ↑ a, H˜
]
−
[
a•a•1B ↑ a, H˜
]
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Äîêàçàòåëüñòâî Îáîçíà÷èì:
p
def
=
[
a•a•1B ↑ a, H˜
]
,
q
def
=
[
a•a•1a
•
2a
•
1B ↑ a, H˜
]
,
r
def
=
[
a•a•2C ↑ a, H˜
]
,
s
def
=
[
a•a•2a
•
1a
•
2C ↑ a, H˜
]
,
u
def
=
[
a•a•2a
•
1B ↑ a, H˜
]
,
w
def
=
[
a•a•1a
•
2C ↑ a, H˜
]
.
Îòñþäà ïî Îïðåäåëåíèþ 3.3.3:
u− p = s− w,w − r = q − u.
Îòñþäà:
s− r = q − p
Îïðåäåëåíèå 3.3.4 aH˜(B)-ìåðîé ðåêîðäåðîâ a1 è a2 (îáîçíà÷åíèå:
ℓ
(
a, H˜, B
)
(a1, a2)) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî:
ℓ
(
a, H˜, B
)
(a1, a2) = 0.5 ·
([
a•a•1a
•
2a
•
1B ↑ a, H˜
]
−
[
a•a•1B ↑ a, H˜
])
.
Ëåììà 3.3.2 Åñëè {a, a1, a2} - ISS
(
a, H˜
)
, òî äëÿ âñåõ B è C:
ℓ
(
a, H˜, B
)
(a1, a2) =ℓ
(
a, H˜, C
)
(a1, a2).
Äîêàçàòåëüñòâî Îáîçíà÷èì:
p
def
=
[
a•a•1B ↑ a, H˜
]
,
q
def
=
[
a•a•1a
•
2a
•
1B ↑ a, H˜
]
,
r
def
=
[
a•a•1C ↑ a, H˜
]
,
s
def
=
[
a•a•1a
•
2a
•
1C ↑ a, H˜
]
,
u
def
=
[
a•a•2a
•
1B ↑ a, H˜
]
,
w
def
=
[
a•a•2a
•
1C ↑ a, H˜
]
.
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Îòñþäà ïî Îïðåäåëåíèþ 3.3.3:
u− p = w − r, q − u = s− w.
Îòñþäà:
q − p = s− r.
Ïîýòîìó ìîæíî ïèñàòü âìåñòî: ≪ ℓ
(
a, H˜ , B
)
(a1, a2)≫ - ≪ ℓ
(
a, H˜
)
(a1, a2)≫.
Òåîðåìà 3.3.3: Åñëè {a, a1, a2, a3} åñòü ISS
(
a, H˜
)
, òî:
1) ℓ
(
a, H˜
)
(a1, a2) ≥ 0;
2) ℓ
(
a, H˜
)
(a1, a1) = 0;
3) ℓ
(
a, H˜
)
(a1, a2) =ℓ
(
a, H˜
)
(a2, a1);
4) ℓ
(
a, H˜
)
(a1, a2)+ℓ
(
a, H˜
)
(a2, a3) ≥ℓ
(
a, H˜
)
(a1, a3).
Äîêàçàòåëüñòâî 1) è 2) ïðÿìî ñëåäóþò èç Ëåììû 3.2.4, à 3) - èç Ëåììû 3.3.2.
Îáîçíà÷èì:
p
def
=
[
a•a•1C ↑ a, H˜
]
,
q
def
=
[
a•a•1a
•
2a
•
1C ↑ a, H˜
]
,
r
def
=
[
a•a•1a
•
3a
•
1C ↑ a, H˜
]
,
s
def
=
[
a•a•2a
•
1C ↑ a, H˜
]
,
u
def
=
[
a•a•2a
•
3a
•
2a
•
1B ↑ a, H˜
]
,
w =
[
a•a•1a
•
2a
•
3a
•
2a
•
1C ↑ a, H˜
]
.
Îòñþäà ïî Îïðåäåëåíèþ 3.3.3:
w − u = q − s,
Ïîýòîìó
w − p = (q − p) + (u− s) .
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È ïî Ëåììå 3.2.4:
w ≥ r.
Ñëåäîâàòåëüíî:
(q − p) + (u− s) ≥ r − p
Òàêèì îáðàçîì, âñå ÷åòûðå àêñèîìû ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà [17℄
âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ℓ
(
a, H˜
)
âî âíóòðåííå íåïîäâèæíîé ñèñòåìå ðåêîðäå-
ðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ℓ
(
a, H˜
)
èãðàåò ðîëü äëèíû ðàññòîÿíèÿ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.
Îïðåäåëåíèå 3.3.5 Ìíîæåñòâî ðåêîðäåðîâ ℜ âûðîæäåíî â ëó÷ ab1 è òî÷êó
a1, åñëè íàéäåòñÿ C, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
1) Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α, ñîñòâëåííîé èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ℜ, è
äëÿ ëþáîãî K: åñëè a•K, òî
a• (K&(αa•1C ⇒ αb•1a•1C)).
2) Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü β, ñîñòàâëåííàÿ èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ℜ,
è ïðåäëîæåíèå S òàêèå, ÷òî a• (βb•1C&S) è íåâåðíî, ÷òî a
• (βa•1b
•
1C&S)
Äàëåå ðàññìàòðèâàåì òîëüêî íåâûðîæäåííûå ìíîæåñòâà ðåêîðäåðîâ.
Îïðåäåëåíèå 3.3.6 B ïðîèçîøëî â îäíîì ìåñòå ñ a1 äëÿ a (îáîçíà-
÷åíèå:♮ (a) (a1, B)), åñëè äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α è äëÿ ëþáîãî ïðåäëî-
æåíèÿ K âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:
åñëè a•K, òî a• (K&(αB ⇒ αa•1B))
Òåîðåìà 3.3.4
♮ (a) (a1, a
•
1B).
Äîêàçàòåëüñòâî Ò.ê. αa•1 ∼ αa•1a•1, òî ïî III: åñëè a•1K, òî
a•1 (K&(αa
•
1B ⇒ αa•1a•1B))
Òåîðåìà 3.3.5 Åñëè
♮ (a) (a1, B) , (8)
♮ (a) (a2, B) , (9)
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òî
♮ (a) (a2, a
•
1B) .
Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü a•K. Â ýòîì ñëó÷àå èç (9):
a• (K&(αa•1B ⇒ αa•1a•2B)) .
Èç (8):
a• ((K&(αa•1B ⇒ αa•1a•2B)) & (αa•1a•2B ⇒ αa•1a•2a•1B)) .
Îòñþäà ïî II:
a• (K&(αa•1B ⇒ αa•1a•2a•1B)) .
Îòñþäà ïî III:
a• ((K&(αa•1B ⇒ αa•1a•2a•1B))& (αa•1a•2a•1B ⇒ αa•2a•1B)) .
Îòñþäà ïî II:
a• (K&(αa•1B ⇒ αa•2a•1B))
Ëåììà 3.3.3 Åñëè
♮ (a) (a1, B) , (10)
t =
[
a•αB ↑ a, H˜
]
, (11)
òî
t =
[
a•αa•1B ↑ a, H˜
]
.
Äîêàçàòåëüñòâî Îáîçíà÷èì:
tj
def
= [a•αB ↑ a, {gj , A,bj}] .
Ïîýòîìó:
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a•
(
a•αB&
(
¬a• (g•jb•j)tj+1 g•jA)) ,
è èç (10):
a•
((
a•αB&
(
¬a• (g•jb•j)tj+1 g•jA))&(a•αB ⇒ a•αa•1B)) .
Îòñþäà ïî II:
a•
(
a•αa•1B&
(
¬a• (g•jb•j)tj+1 g•jA)) , (12)
Ïóñòü a•K. Â ýòîì ñëó÷àå èç (11):
a•
(
K&
(
a•αB ⇒ a• (g•jb•j)tj g•jA)) .
Ïîýòîìó ïî III:
a•
((
K&
(
a•αB ⇒ a• (g•jb•j )tj g•jA))&(a•αa•1B ⇒ a•αB)) .
Îòñþäà ïî II:
a•
(
K&
(
a•αa•1B ⇒ a•
(
g•jb
•
j
)tj
g•jA
))
. (13)
Îòñþäà è èç (10):
a•
((
K&
(
a•
(
g•jb
•
j
)tj+1
g•jA⇒ a•αB
))
&(a•αB ⇒ a•αa•1B)
)
.
Îòñþäà ïî II:
a•
(
K&
(
a•
(
g•jb
•
j
)tj+1
g•jA⇒ a•αa•1B
))
.
Îòñþäà è èç (12), (13) äëÿ âñåõ j:
tj = [a
•αa•1B ↑ a, {gj , A,bj}] .
Ñëåäîâàòåëüíî,
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t =
[
a•αa•1B ↑ a, H˜
]

Òåîðåìà 3.3.6 Åñëè {a, a1, a2} - ISS
(
a, H˜
)
,
♮ (a) (a1, B) , (14)
♮ (a) (a2, B) , (15)
òî
ℓ
(
a, H˜
)
(a1, a2) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî Îáîçíà÷èì:
t
def
=
[
a•B ↑ a, H˜
]
.
Îòñþäà ïî Ëåììå 3.3.3:
èç (14):
t =
[
a•a•1B ↑ a, H˜
]
,
èç (15):
t =
[
a•a•1a
•
2B ↑ a, H˜
]
,
ñíîâà èç (14):
t =
[
a•a•1a
•
2a
•
1B ↑ a, H˜
]
.
Ñëåäîâàòåëüíî:
ℓ
(
a, H˜
)
(a1, a2) = 0.5 · (t− t) = 0
Òåîðåìà 3.3.7 Åñëè {a1, a2, a3} - ISS
(
a, H˜
)
è ñóùåñòâóåò ïðåäëîæåíèå B
òàêîå, ÷òî:
22
♮ (a) (a1, B) , (16)
♮ (a) (a2, B) , (17)
òî
ℓ
(
a, H˜
)
(a3, a2) = ℓ
(
a, H˜
)
(a3, a1) .
Äîêàçàòåëüñòâî Ïî Òåîðåìå 3.3.6 èç (16) è (17):
ℓ
(
a, H˜
)
(a1, a2) = 0; (18)
Ïî Òåîðåìå 3.3.3:
ℓ
(
a, H˜
)
(a1, a2) + ℓ
(
a, H˜
)
(a2, a3) ≥ ℓ
(
a, H˜
)
(a1, a3),
ïîýòîìó èç (18):
ℓ
(
a, H˜
)
(a2, a3) ≥ ℓ
(
a, H˜
)
(a1, a3),
ò.å., ïî Òåîðåìå 3.3.3:
ℓ
(
a, H˜
)
(a3, a2) ≥ ℓ
(
a, H˜
)
(a1, a3). (19)
Èç
ℓ
(
a, H˜
)
(a3, a1) + ℓ
(
a, H˜
)
(a1, a2) ≥ ℓ
(
a, H˜
)
(a3, a2):
ℓ
(
a, H˜
)
(a3, a1) ≥ ℓ
(
a, H˜
)
(a3, a2).
Îòñþäà è èç (19):
ℓ
(
a, H˜
)
(a3, a1) = ℓ
(
a, H˜
)
(a3, a2)

Îïðåäåëåíèå 3.3.7 Âåùåñòâåííîå ÷èñëî t åñòü ìîìåíò ïðåäëîæåíèÿ B â
ñèñòåìå îòñ÷åòà
(
ℜaH˜
)
(îáîçíà÷åíèå: t =
[
B | ℜaH˜
]
), åñëè
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1) ℜ - ISS
(
a, H˜
)
,
2) íàéäåòñÿ ðåêîðäåð b òàêîé, ÷òî: b ∈ ℜ è ♮ (a) (b, B)),
3) t =
[
a•B ↑ a, H˜
]
−ℓ
(
a, H˜
)
(a,b).
Ëåììà 3.3.4 [
a•B ↑ a, H˜
]
=
[
a•B | ℜaH˜
]
.
Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü ℜ - ISS
(
a, H˜
)
, a1 ∈ ℜ è
♮ (a) (a1, a
•B) . (20)
Ïî Òåîðåìå 3.3.4:
♮ (a) (a, a•B) .
Îòñþäà è èç (20) ïî Òåîðåìå 3.3.6:
ℓ
(
a, H˜
)
(a, a1) = 0,
ïîýòîìó
[
a•B | ℜaH˜
]
=
[
a•B ↑ a, H˜
]
−ℓ
(
a, H˜
)
(a, a1) =
[
a•B ↑ a, H˜
]

Îïðåäåëåíèå 3.3.8 Âåùåñòâåííîå ÷èñëî z åñòü äëèíà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó B è
C â ñèñòåìå îòñ÷åòà
(
ℜaH˜
)
(îáîçíà÷åíèå: z = ℓ
(
ℜaH˜
)
(B,C), åñëè
1) ℜ - ISS
(
a, H˜
)
,
2) ñóùåñòâóþò ðåêîðäåðû a1 è a2 òàêèå, ÷òî: a1 ∈ ℜ, a2 ∈ ℜ, ♮ (a) (a1, B)) è
♮ (a) (a2, C)),
3) z = ℓ
(
a, H˜
)
(a2, a1).
Èç Òåîðåìû 3.3.3: òàêàÿ äëèíà ðàññòîÿíèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ âñåì àêñèîìàì
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
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3.4 Îòíîñèòåëüíîñòü
Îïðåäåëåíèå 3.4.1 åêîðäåðû a1 è a2 îäèíàêîâî ïðèíèìàþò ñèãíàë î B, äëÿ
ðåêîðäåðà a, åñëè
≪ ♮ (a) (a2, a•1B)≫ = ≪ ♮ (a) (a1, a•2B)≫.
Îïðåäåëåíèå 3.4.2 Ìíîæåñòâî ðåêîðäåðîâ íàçûâàåì îäíîðîäíûì ïðîñò-
ðàíñòâîì ðåêîðäåðîâ, åñëè âñå åãî ýëåìåíòû îäèíàêîâî ïðèíèìàþò âñå ñèãíàëû.
Îïðåäåëåíèå 3.4.3 Âåùåñòâåííîå ÷èñëî c åñòü ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ
èíîðìàöèè î B ê ðåêîðäåðó a1 â ñèñòåìå îòñ÷åòà
(
ℜaH˜
)
åñëè
c =
ℓ(ℜaH˜)(B,a•1B)
[a•1B|ℜaH˜]−[B|ℜaH˜]
.
Òåîðåìà 3.4.1 Âî âñåõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ:
c = 1.
Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü c - ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíîðìàöèè î B ê
ðåêîðäåðó a1 â ñèñòåìå îòñ÷åòà
(
ℜaH˜
)
. Ò.å.: åñëè
ℜ åñòü ISS
(
a, H˜
)
,
z
def
= ℓ
(
ℜaH˜
)
(B, a•1B) , (21)
t1
def
=
[
B | ℜaH˜
]
, (22)
t2
def
=
[
a•1B | ℜaH˜
]
, (23)
òî
c =
z
t2 − t1 . (24)
Èç (21): ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû b1 è b2 ìíîæåñòâà ℜ òàêèå, ÷òî:
♮ (a) (b1, B) , (25)
♮ (a) (b2, a
•
2B) , (26)
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z = ℓ
(
a, H˜
)
(b1,b2). (27)
Èç (22) è (23): ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû b′1 è b
′
2 ìíîæåñòâà ℜ òàêèå, ÷òî:
♮ (a) (b′1, B) , (28)
♮ (a) (b′2, a
•
2B) , (29)
t1 =
[
a•B ↑ a, H˜
]
− ℓ
(
a, H˜
)
(a,b′1), (30)
t2 =
[
a•a•2B ↑ a, H˜
]
− ℓ
(
a, H˜
)
(a,b′2). (31)
Èç (21), (25), (28) ïî Òåîðåìå 3.3.7:
ℓ
(
a, H˜
)
(a,b1) = ℓ
(
a, H˜
)
(a,b′1). (32)
Àíàëîãè÷íî èç (21), (26), (29):
ℓ
(
a, H˜
)
(a,b2) = ℓ
(
a, H˜
)
(a,b′2). (33)
Èç (30), (25), (32) ïî Ëåììå 3.3.3:
t1 =
[
a•b•1B ↑ a, H˜
]
− ℓ
(
a, H˜
)
(a,b1). (34)
Èç (26) ïî Ëåììå 3.3.3:
[
a•a•2B ↑ a, H˜
]
=
[
a•b•2a
•
2B ↑ a, H˜
]
. (35)
Ïî Ëåììå 3.2.4:
[
a•b•2a
•
2B ↑ a, H˜
]
≥
[
a•b•2B ↑ a, H˜
]
. (36)
Èç (26):
♮ (a) (a2,b
•
2B) .
Îòñþäà ïî Ëåììå 3.3.3:
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[
a•a•2b
•
2B ↑ a, H˜
]
=
[
a•b•2B ↑ a, H˜
]
. (37)
Ñíîâà ïî Ëåììå 3.2.4:[
a•a•2b
•
2B ↑ a, H˜
]
≥
[
a•a•2B ↑ a, H˜
]
.
Îòñþäà è èç (37), (35), (36):
[
a•a•2B ↑ a, H˜
]
≥
[
a•b•2B ↑ a, H˜
]
≥
[
a•a•2B ↑ a, H˜
]
,
ïîýòîìó [
a•a•2B ↑ a, H˜
]
=
[
a•b•2B ↑ a, H˜
]
.
Îòñþäà è èç (31), (33):
t2 =
[
a•b•2B ↑ a, H˜
]
− ℓ
(
a, H˜
)
(a,b2).
Îòñþäà è èç (25) ïî Ëåììå 3.3.3:
t2 =
[
a•b•2b
•
1B ↑ a, H˜
]
− ℓ
(
a, H˜
)
(a,b2). (38)
Îáîçíà÷èì:
u
def
=
[
a•C ↑ a, H˜
]
, (39)
d
def
=
[
a•b•1a
•C ↑ a, H˜
]
, (40)
w
def
=
[
a•b•2a
•C ↑ a, H˜
]
, (41)
j
def
=
[
a•b•2b
•
1a
•C ↑ a, H˜
]
, (42)
q
def
=
[
a•b•1b
•
2a
•C ↑ a, H˜
]
,
p
def
=
[
a•b•1b
•
2b
•
1a
•C ↑ a, H˜
]
, (43)
r
def
=
[
a•b•2b
•
1b
•
2a
•C ↑ a, H˜
]
.
Ò.ê. ℜ - ISS
(
a, H˜
)
, òî
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q − w = p− j, (44)
j = q. (45)
È èç (38), (34), (40), (42):
(
t2 + ℓ
(
a, H˜
)
(a,b2)
)
−
(
t1 + ℓ
(
a, H˜
)
(a,b1)
)
= j − d,
ïîýòîìó
t2 − t1 = j − d− ℓ
(
a, H˜
)
(a,b2) + ℓ
(
a, H˜
)
(a,b1). (46)
Èç (39), (40), (41) ïî Ëåììå 3.2.4:
ℓ
(
a, H˜
)
(a,b2) = 0.5· (w − u) , ℓ
(
a, H˜
)
(a,b1) = 0.5· (d− u) .
Îòñþäà è èç (44), (45), (46):
t2 − t1 = 0.5 · ((j − d) + (j − w)) = 0.5 · (j − d+ p− j) = 0.5 · (p− d) .
Èç (43), (40), (27):
z = 0.5 · (p− d) .
Ñëåäîâàòåëüíî,
z = t2 − t1 
Òåîðåìà 3.4.2 Åñëè ℜ - îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî, òî
[
a•1B | ℜaH˜
]
≥
[
B | ℜaH˜
]
.
Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ñðàçó èç Òåîðåìû 3.4.1 
Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîì îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîé ðåêîðäåð
óçíàåò î òîì, ÷òî ïðîèçîøëî B íå ðàíüøå, ÷åì B ïðîèçîéäåò. Âðåìÿ
íåîáðàòèìî.
Òåîðåìà 3.4.3 Åñëè a1 è a2 - ýëåìåíòû ℜ,
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ℜ− ISS
(
a, H˜
)
, (47)
p
def
=
[
a•1B | ℜaH˜
]
, (48)
q
def
=
[
a•2a
•
1B | ℜaH˜
]
, (49)
z
def
= ℓ
(
ℜaH˜
)
(a1, a2) ,
òî
z = q − p.
Äîêàçàòåëüñòâî Ïî Òåîðåìå 3.4.1 èç (47), (48), (49):
q − p = ℓ
(
ℜaH˜
)
(a•1B, a
•
2a
•
1B) ,
ò.å. ïî Îïðåäåëåíèþ 3.3.8 â ℜ íàéäóòñÿ b1 è b2 òàêèå, ÷òî
♮ (a) (b1, a
•
1B) , (50)
♮ (a) (b2, a
•
2a
•
1B) , (51)
q − p = ℓ
(
ℜaH˜
)
(b1,b2) .
Êðîìå òîãî, ïî Òåîðåìå 3.3.4
♮ (a) (a•1, a
•
1B) , (52)
♮ (a) (a•2, a
•
2a
•
1B) .
Îòñþäà è èç (51) ïî Òåîðåìå 3.3.7:
ℓ
(
ℜaH˜
)
(b1,b2) = ℓ
(
ℜaH˜
)
(b1, a2) . (53)
Ïî Òåîðåìå 3.3.3:
ℓ
(
ℜaH˜
)
(b1, a2) = ℓ
(
ℜaH˜
)
(a2,b1) . (54)
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Ñíîâà ïî Òåîðåìå 3.3.7 èç (52), (50):
ℓ
(
ℜaH˜
)
(a2,b1) = ℓ
(
ℜaH˜
)
(a2, a1) . (55)
Ñíîâà ïî Òåîðåìå 3.3.3:
ℓ
(
ℜaH˜
)
(a2, a1) = ℓ
(
ℜaH˜
)
(a1a2) .
Îòñþäà è èç (55), (54), (53):
ℓ
(
ℜaH˜
)
(b1,b2) = ℓ
(
ℜaH˜
)
(a1a2)
Ïî Òåîðåìå Óðûñîíà [18℄: ëþáîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî ãîìåîìîðíî
íåêòîðîìó ìíîæåñòâó òî÷åê âåùåñòâåííîãî ãèëüáåðòîãî ïðîñòðàíñòâà. Åñëè
ýòîò ãîìåîìîðèçì íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì, òî ℜ áóäåò
ïðåäñòàâëÿòü íåýâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå â òàêîì "ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè" ìîæåò áûòü ñêîíñòðóèðîâàí ñîîòâåòñòâóþùèé âàðèàíò îáùåé òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ℜ åñòü ýâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Â ýòîì
ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò Rµ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå
óñëîâèå:
äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a1 è a2 ìíîæåñòâà ℜ ñóùåñòâóþò òî÷êè x1 è x2 ñèñòåìû Rµ
òàêèå, ÷òî:
ℓ
(
a, H˜
)
(ak, as) =
(∑µ
j=1 (xs,j − xk,j)2
)0.5
.
Â ýòîì ñëó÷àå Rµ íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé êîîðäèíàò ñèñòåìû îòñ÷åòà
(
ℜaH˜
)
,
à ÷èñëà 〈xk,1, xk,2, . . . , xk,µ〉 - êîîðäèíàòàìè ðåêîðäåðà ak â Rµ.
Ñèñòåìà êîîðäèíàò ñèñòåìû îòñ÷åòà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî
ïðåîáðàçîâàíèé ñäâèãà, ïîâîðîòà è èíâåðñèè.
Îïðåäåëåíèå 3.4.4 ×èñëà 〈x1, x2, . . . , xµ〉 íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè B â
ñèñòåìå êîîðäèíàò Rµ ñèñòåìû îòñ÷åòà
(
ℜaH˜
)
, åñëè ñóùåñòâóåò ðåêîðäåð b,
äëÿ êîòîðîãî: b ∈ ℜ, ♮ (a) (b, B) è êîîðäèíàòàìè ýòîãî ðåêîðäåðà â Rµ ÿâëÿþòñÿ
ýòè ÷èñëà.
Òåîðåìà 3.4.4 Â êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå Rµ ñèñòåìû îòñ÷åòà
(
ℜaH˜
)
: åñëè z -
äëèíà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó B è C, êîîðäèíàòû B åñòü (b1, b2, ..., bn), êîîðäèíàòû C
åñòü (c1, c2, ..., c3), òî
z =
 µ∑
j=1
(cj − bj)2
0.5
.
30
Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ñðàçó èç Îïðåäåëåíèÿ 3.4.4 
Îïðåäåëåíèå 3.4.5 ×èñëà 〈x1, x2, . . . , xµ〉 íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè ðåêîð-
äåðà b â ñèñòåìå êîîðäèíàì Rµ â ìîìåíò t ñèñòåìû îòñ÷åòà
(
ℜaH˜
)
, åñëè äëÿ
êàæäîãî B âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:
åñëè t =
[
b•B | ℜaH˜
]
, òî ≪ b•B ≫ èìååò êîîðäèíàòû 〈x1, x2, . . . , xµ〉 â ñèñòåìå
êîîðäèíàò Rµ ñèñòåìû îòñ÷åòà
(
ℜaH˜
)
.
Ëåììà 3.4.1 Åñëè
τ
def
= [b•C ↑ b, {g0, B,b0}] , (56)
p
def
= [a•b• (g•0b
•
0)
τ
g•0B ↑ a, {g1, A,b1}] , (57)
q
def
=
[
a•b• (g•0b
•
0)
τ+1
g•0B ↑ a, {g1, A,b1}
]
, (58)
t
def
= [a•b•C ↑ a, {g1, A,b1}] , (59)
òî
p ≤ t ≤ q.
Äîêàçàòåëüñòâî
1) Èç (58):
a•
(
a•b• (g•0b
•
0)
τ+1
g•0B&
(
¬a• (g•1b•1)q+1 g•1A
))
. (60)
Ò.ê. èç (56):
(
b• (g•0b
•
0)
τ+1
g•0B ⇒ b•C
)
,
òî èç (60) ïî II:
a•
(
a•b•C&
(
¬a• (g•1b•1)q+1 g•1A
))
.
Îòñþäà ïî II ò.ê. èç (59):
(
a•b•C ⇒ a• (g•1b•1)t g•1A
)
,
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òî
a•
(
a• (g•1b
•
1)
t
g•1A&
(
¬a• (g•1b•1)q+1 g•1A
))
. (61)
Åñëè t > q, òî t ≥ q + 1. Ñëåäîâàòåëüíî ïî III èç (61):
a•
(
a• (g•1b
•
1)
q+1
g•1A&
(
¬a• (g•1b•1)q+1 g•1A
))
,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò I. Ñëåäîâàòåëüíî, t ≤ q.
2) Èç (59):
a•
(
a•b•C&
(
¬a• (g•1b•1)t+1 g•1A
))
. (62)
Ò.ê. èç (56):
(b•C ⇒ b• (g•0b•0)τ g•0B),
òî èç (62) ïî II:
a•
(
a•b• (g•0b
•
0)
τ
g•0B&
(
¬a• (g•1b•1)t+1 g•1A
))
. (63)
Ò.ê. èç (57):
(a•b• (g•0b
•
0)
τ
g•0B ⇒ a• (g•1b•1)p g•1A),
òî ïî II èç (63):
a•
(
a• (g•1b
•
1)
p
g•1A&
(
¬a• (g•1b•1)t+1 g•1A
))
. (64)
Åñëè p > t, òî p ≥ t+ 1. Â ýòîì ñëó÷àå èç (64) ïî III:
a•
(
a• (g•1b
•
1)
t+1
g•1A&
(
¬a• (g•1b•1)t+1 g•1A
))
,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò I. Ñëåäîâàòåëüíî, p ≤ t 
Òåîðåìà 3.4.5 Â êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå Rµ ñèñòåìû îòñ÷åòà
(
ℜaH˜
)
: åñëè
â êàæäûé ìîìåíò t: êîîðäèíàòû (v - êàêîå-íèáóäü âåùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî |v| < 1):
b: 〈xb,1 + v · t, xb,2, xb,3, . . . , xb,µ〉;
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g0: 〈x0,1 + v · t, x0,2, x0,3, . . . , x0,µ〉;
b0: 〈x0,1 + v · t, x0,2 + l, x0,3, . . . , x0,µ〉; è
tC =
[
b•C | ℜaH˜
]
;
tD =
[
b•D | ℜaH˜
]
;
qC = [b
•C ↑ b, {g0, A,b0}];
qD = [b
•D ↑ b, {g0, A,b0}],
òî
lim
l→0
2 · l√
(1− v2) ·
qD − qC
tD − tC = 1.
Äîêàçàòåëüñòâî Îáîçíà÷èì:
t1
def
=
[
b• (g0•b0
•)qC g0•B | ℜaH˜
]
, (65)
t2
def
=
[
b• (g0•b0•)
qC+1 g0
•B | ℜaH˜
]
, (66)
t3
def
=
[
(g0
•b0•)
qC g0
•B | ℜaH˜
]
, (67)
t4
def
=
[
(g0
•b0•)
qC+1 g0
•B | ℜaH˜
]
. (68)
Â ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû:
≪ b• (g0•b0•)qC g0•B ≫: 〈xb,1 + v · t1, xb,2, xb,3, . . . , xb,µ〉 , (69)
≪ b• (g0•b0•)qC+1 g0•B ≫: 〈xb,1 + v · t2, xb,2, xb,3, . . . , xb,µ〉 , (70)
≪ (g0•b0•)qC g0•B ≫: 〈x0,1 + v · t3, x0,2, x0,3, . . . , x0,µ〉 , (71)
≪ (g0•b0•)qC+1 g0•B ≫: 〈x0,1 + v · t4, x0,2, x0,3, . . . , x0,µ〉 , (72)
≪ b•C ≫: 〈xb,1 + v · tC , xb,2, xb,3, . . . , xb,µ〉 . (73)
Ïî Òåîðåìå 3.4.1 è Ëåììå 3.3.4 èç (65), (69), (66), (70), (73):
[
a•b• (g0•b0•)
qC g0
•B | ℜaH˜
]
=[
a•b• (g0•b0•)
qC g0
•B ↑ a, H˜
]
=
t1 +
(
(xb,1 + vt1)
2
+
∑µ
j+2 x
2
b,j
)0.5
,
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[
a•b• (g0•b0
•)qC+1B | ℜaH˜
]
=[
a•b• (g0•b0•)
qC+1B ↑ a, H˜
]
=
t2 +
(
(xb,1 + vt2)
2 +
∑µ
j=2 x
2
b,j
)0.5
.
Îòñþäà ïî Ëåììå 3.4.1:
t1 +
(xb,1 + vt1)2 + µ∑
j=2
x2b,j
0.5
≤ tC +
(xb,1 + vtC)2 + µ∑
j=2
x2b,j
0.5
(74)
≤ t2 +
(xb,1 + vt2)2 + µ∑
j=2
x2b,j
0.5
.
Ïî Òåîðåìå 3.4.1 èç (65), (67), (69), (71):
t1 = t3 +
(
(x0,1 + vt3 − xb,1 − vt1)2 +
∑µ
j=2 (x0,j − xb,j)2
)0.5
.
Èç (66), (68), (70), (72):
t2 = t4 +
(
(x0,1 + vt4 − xb,1 − vt2)2 +
∑µ
j=2 (x0,j − xb,j)2
)0.5
.
Îòñþäà:
(t1 − t3)2 = v2 (t1 − t3)2 − 2v (t1 − t3) (x0,1 − xb,1) +
∑µ
j=2 (x0,j − xb,j)2,
(t2 − t4)2 = v2 (t2 − t4)2 − 2v (t2 − t4) (x0,1 − xb,1) +
∑µ
j=2 (x0,j − xb,j)2.
Ñëåäîâàòåëüíî,
t2 − t4 = t1 − t3. (75)
Îáîçíà÷èì:
t5
def
=
[
b0
• (g0•b0•)
qC g0
•B | ℜaH˜
]
. (76)
Â ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû:
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≪ b0• (g0•b0•)qC g0•B ≫: 〈x0,1 + v · t5, x0,2 + l, x0,3, . . . , x0,µ〉 .
Îòñþäà è èç (67), (71) ïî Òåîðåìå 3.4.1:
t5 − t3 =
(
(x0,1 + vt5 − x0,1 − vt3)2 + (x0,2 + l − x0,2)2 +
∑µ
j=3 (x0,j − x0,j)2
)0.5
,
ò.å.:
t5 − t3 = l√
1− v2 . (77)
Àíàëîãè÷íî, èç (76), (68), (72):
t4 − t5 = l√
1− v2 .
Îòñþäà è èç (77):
t4 − t3 = 2l√
1− v2 .
Òîãäà èç (75):
t2 − t1 = 2l√
1− v2 .
Ñëåäîâàòåëüíî, èç (74):
t1 +
(xb,1 + vt1)2 + µ∑
j=2
x2b,j
0.5
≤ tC +
(xb,1 + vtC)2 + µ∑
j=2
x2b,j
0.5
≤ t1 + 2l√
1− v2 +
(xb,1 + v(t1 + 2l√
1− v2
))2
+
µ∑
j=2
x2b,j
0.5
.
Èëè, åñëè l→ 0, òî t2 → t1, è
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lim
l→0
 t1 +
(xb,1 + vt1)2 + µ∑
j=2
x2b,j
0.5

= tC +
(xb,1 + vtC)2 + µ∑
j=2
x2b,j
0.5
.
Ò.ê. ïðè v2 < 1 óíêöèÿ
f (t) = t+
(xb,1 + vt)2 + µ∑
j=2
x2b,j
0.5
ìîíîòîííà, òî
lim
l→0
t1 = tC ,
ò.å.
lim
l→0
[
b• (g0•b0•)
qC g0
•B | ℜaH˜
]
= tC . (78)
Àíàëîãè÷íî,
lim
l→0
[
b• (g0•b0•)
qD g0
•B | ℜaH˜
]
= tD. (79)
Ïî Òåîðåìå 3.4.1 è ïî (65) è (66):
[
b• (g0•b0•)
qD g0
•B | ℜaH˜
]
−
[
b• (g0•b0•)
qC g0
•B | ℜaH˜
]
=
(
t1 +
2l√
1− v2 (qD − qC)
)
− t1
=
2l (qD − qC)√
1− v2 .
Îòñþäà è èç (78) è (79):
lim
l→0
2l (qD − qC)
tD − tC =
√
1− v2
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Ñëåäñòâèå èç Òåîðåìû 3.4.5: Åñëè îáîçíà÷èòü: qstD
def
= qD è q
st
C
def
= qC äëÿ
v = 0, òî
lim
l→0
2l
qstD − qstC
tD − tC = 1,
ò.å.:
lim
l→0
qD − qC
qstD − qstC
=
√
1− v2.
Èëè äëÿ àáñîëþòíî-òî÷íûõ ÷àñîâ:
qstD − qstC =
qD − qC√
1− v2
Ñëåäîâàòåëüíî, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ v κ−÷àñû "èäóò" â (1− v2)−0.5 ðàç
ìåäëåííåå, ÷åì ïîêîÿùèåñÿ.
Òåîðåìà 3.4.6 Ïóñòü: v (|v| < 1) è l - âåùåñòâåííûå ÷èñëà, à ki - íàòóðàëüíûå.
Ïóñòü â êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå Rµ ñèñòåìû îòñ÷åòà
(
ℜaH˜
)
: â êàæäûé ìîìåíò
t êîîðäèíàòû:
b: 〈xb,1 + v · t, xb,2, xb,3, . . . , xb,µ〉,
gj: 〈yj,1 + v · t, yj,2, yj,3, . . . , yj,µ〉,
uj : 〈yj,1 + v · t, yj,2 + l/ (k1 · . . . · kj) , yj,3, . . . , yj,µ〉,
äëÿ âñåõ bi: åñëè bi ∈ ℑ, òî êîîðäèíàòû
bi: 〈xi,1 + v · t, xi,2, xi,3, . . . , xi,µ〉,
T˜ åñòü 〈{g1, A,u1} , {g2, A,u2} , ..., {gj, A,uj} , ... 〉.
Â ýòîì ñëó÷àå: ℑ - ISS
(
b, T˜
)
.
Äîêàçàòåëüñòâî
1) Îáîçíà÷èì:
p
def
=
[
b•b•1B ↑ b, T˜
]
,
q
def
=
[
b•b•2b
•
1B ↑ b, T˜
]
,
r
def
=
[
b•b•1C ↑ b, T˜
]
,
s
def
=
[
b•b•2b
•
1C ↑ b, T˜
]
,
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tp
def
=
[
b•b•1B | ℜaH˜
]
, (80)
tq
def
=
[
b•b•2b
•
1B | ℜaH˜
]
, (81)
tr
def
=
[
b•b•1C | ℜaH˜
]
, (82)
ts
def
=
[
b•b•2b
•
1B | ℜaH˜
]
. (83)
Ïî Ñëåäñòâèþ èç Òåîðåìû 3.4.5:
tq − tp = q − p√
1− v2 , (84)
ts − tr = s− r√
1− v2 . (85)
Èç (80-83) êîîðäèíàòû:
≪ b•b•1B ≫: 〈xb,1 + vtp, xb,2, xb,3, . . . , xb,µ〉 , (86)
≪ b•b•2b•1B ≫: 〈xb,1 + vtq, xb,2, xb,3, . . . , xb,µ〉 ,
≪ b•b•1C ≫: 〈xb,1 + vtr, xb,2, xb,3, . . . , xb,µ〉 , (87)
≪ b•b•2b•1C ≫: 〈xb,1 + vts, xb,2, xb,3, . . . , xb,µ〉 .
Îáîçíà÷èì:
t1
def
=
[
b•1B | ℜaH˜
]
, (88)
t2
def
=
[
b•1C | ℜaH˜
]
. (89)
Òîãäà êîîðäèíàòû:
≪ b•1B ≫: 〈x1,1 + vt1, x1,2, x1,3, . . . , x1,µ〉 ,
≪ b•1C ≫: 〈x1,1 + vt2, x1,2, x1,3, . . . , x1,µ〉 .
Ïî Òåîðåìå 3.4.1 èç (87), (89), (82):
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tr − t2 =
(xb,1 + vtr − x1,1 − vt2)2 + µ∑
j=2
(xb,j − x1,j)2
0.5
.
Àíàëîãè÷íî, èç (86), (88), (80):
tp − t1 =
(xb,1 + vtp − x1,1 − vt1)2 + µ∑
j=2
(xb,j − x1,j)2
0.5
.
Ñëåäîâàòåëüíî,
tr − t2 = tp − t1. (90)
Îáîçíà÷èì:
t3
def
=
[
b2
•b•1B | ℜaH˜
]
,
t4
def
=
[
b2
•b•1C | ℜaH˜
]
.
Îòñþäà êîîðäèíàòû:
≪ b2•b•1B ≫: 〈x2,1 + vt3, x2,2, x2,3, . . . , x2,µ〉 ,
≪ b2•b•1C ≫: 〈x2,1 + vt4, x2,2, x2,3, . . . , x2,µ〉 .
Ïî Òåîðåìå 3.4.1:
t3 − t1 =
(x2,1 + vt3 − x1,1 − vt1)2 + µ∑
j=2
(x2,j − x1,j)2
0.5
.
t4 − t2 =
(x2,1 + vt4 − x1,1 − vt2)2 + µ∑
j=2
(x2,j − x1,j)2
0.5
.
Îòñþäà:
t3 − t4 = t1 − t2. (91)
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È àíàëîãè÷íî:
tq − t3 = ts − t4. (92)
Èç (91), (92), (90):
tq − tp = ts − tr.
Îòñþäà è èç (85), (84):
q − p = s− r. (93)
2) Îáîçíà÷èì:
p′
def
=
[
b•C ↑ b, T˜
]
,
q′
def
=
[
b•αb•C ↑ b, T˜
]
,
r′
def
=
[
b•α†b•C ↑ b, T˜
]
;
çäåñü: α åñòü b•1b
•
2 . . .b
•
kb
•
k+1 . . .b
•
N.
Òîãäà ïî Îïðåäåëåíèþ 3.3.1:

(
bT˜
)
(b•αb•C) = q′ − p′, (94)

(
bT˜
) (
b•α†b•C
)
= r′ − p′. (95)
Îáîçíà÷èì:
t0
def
=
[
b•C | ℜaH˜
]
,
t1 =
[
b•1b
•C | ℜaH˜
]
,
t2
def
=
[
b•2b
•
1b
•C | ℜaH˜
]
,
· · · ,
tk
def
=
[
b•k . . .b
•
2b
•
1b
•C | ℜaH˜
]
, (96)
tk+1
def
=
[
b•k+1b
•
k . . .b
•
2b
•
1b
•C | ℜaH˜
]
,
· · · ,
tN
def
=
[
b•N . . .b
•
k+1b
•
k . . .b
•
2b
•
1b
•C | ℜaH˜
]
,
tN+1
def
=
[
b•α†b•C | ℜaH˜
]
.
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Òîãäà èç óñëîâèÿ Òåîðåìû êîîðäèíàòû:
≪ b•C ≫: 〈xb,1 + vt0, xb,2, xb,3, . . . , xb,µ〉 ,
≪ b•1b•C ≫: 〈x1,1 + vt1, x1,2, x1,3, . . . , x1,µ〉 ,
≪ b•2b•1b•C ≫: 〈x2,1 + vt2, x2,2, x2,3, . . . , x2,µ〉 ,
· · · ,
≪ b•k · · ·b•2b•1b•C ≫: 〈xk,1 + vtk, xk,2, xk,3, . . . , xk,µ〉 ,
≪ b•k+1b•k · · ·b•2b•1b•C ≫: 〈xk+1,1 + vtk+1, xk+1,2, xk+1,3, . . . , xk+1,µ〉 ,
· · · ,
≪ b•N · · ·b•k+1b•k · · ·b•2b•1b•C ≫: 〈xN,1 + vtN , xN,2, xN,3, . . . , xN,µ〉 ,
≪ b•α†b•C ≫: 〈xN+1,1 + vtN+1, xN+1,2, xN+1,3, . . . , xN+1,µ〉 .
Îòñþäà è èç (96) ïî Òåîðåìå 3.4.1:
t1 − t0 =
(x1,1 + vt1 − xb,1 − vt0)2 + µ∑
j=2
(x1,j − xb,j)2
0.5
,
t2 − t1 =
(x2,1 + vt2 − x1,1 − vt1)2 + µ∑
j=2
(x2,j − x1,j)2
0.5
,
. . . ,
tk+1 − tk =
(xk+1,1 + vtk+1 − xk,1 − vtk)2 + µ∑
j=2
(xk+1,j − xk,j)2
0.5
,
. . . ,
tN+1 − tN =
(xb,1 + vtN+1 − xN,1 − vtN )2 + µ∑
j=2
(xb,j − xN,j)2
0.5
.
Åñëè îáîçíà÷èòü:
ρ2a,b
def
=
µ∑
j=1
(xb,1 − xa,1)2 ,
òî äëÿ êàæäîãî k:
tk+1 − tk = v
1− v2 (xk+1,1 − xk,1) +
1
1− v2
ρ2k,k+1 − v2 µ∑
j=2
(xk+1,j − xk,j)2
0.5
.
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Îòñþäà:
tN+1 − t0 =
=
1
1− v2

(
ρ2b,1 − v2
∑µ
j=2 (x1,j − xb,j)2
)0.5
+
(
ρ2N,b − v2
∑µ
j=2 (xb,j − xN,j)2
)0.5
+
∑N−1
k=1
(
ρ2k,k+1 − v2
∑µ
j=2 (xk+1,j − xk,j)2
)0.5
 .
Àíàëîãè÷íî, åñëè îáîçíà÷èòü:
τN+1
def
=
[
b•αb•C | ℜaH˜
]
,
òî
τN+1 − t0 =
=
1
1− v2

(
ρ21,b − v2
∑µ
j=2 (xb,j − x1,j)2
)0.5
+
(
ρ2b,N − v2
∑µ
j=2 (xN,j − xb,j)2
)0.5
+
∑N−1
k=1
(
ρ2k+1,k − v2
∑µ
j=2 (xk,j − xk+1,j)2
)0.5
 ,
ò.å.
tN+1 − t0 = τN+1 − t0. (97)
Ïî Òåîðåìå 3.4.5:
τN+1 − t0 = q
′−p′√
1−v2 è tN+1 − t0 =
r′−p′√
1−v2 .
Îòñþäà è èç (97), (94), (95):

(
bT˜
)
(b•αb•C) = 
(
bT˜
) (
b•α†b•C
)
.
Îòñþäà è èç (93) ïî Îïðåäåëåíèþ 3.3.3: ℑ - ISS
(
b, T˜
)

Ñëåäîâàòåëüíî, âíóòðåííÿÿ íåïîäâèæíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ â ïðÿìîëèíåéíîì
ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè.
Òåîðåìà 3.4.7
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Ïóñòü:
1) â êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå Rµ ñèñòåìû îòñ÷åòà
(
ℜaH˜
)
â êàæäûé ìîìåíò t:
b : 〈xb,1 + v · t, xb,2, xb,3, . . . , xb,µ〉,
gj: 〈yj,1 + v · t, yj,2, yj,3, . . . , yj,µ〉,
uj : 〈yj,1 + v · t, yj,2 + l/ (k1 · . . . · kj) , yj,3, . . . , yj,µ〉,
äëÿ êàæäîãî ðåêîðäåðà qi: åñëè qi ∈ ℑ, òî êîîðäèíàòû
qi : 〈xi,1 + v · t, xi,2, xi,3, . . . , xi,µ〉,
T˜ åñòü 〈{g1, A,u1} , {g2, A,u2} , ..., {gj, A,uj} , ... 〉.
C : 〈C1, C2, C3, . . . , Cµ〉,
D : 〈D1, D2, D3, . . . , Dµ〉,
tC =
[
C | ℜaH˜
]
,
tD =
[
D | ℜaH˜
]
;
2) â êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå Rµ′ ñèñòåìû îòñ÷åòà
(
ℑbT˜
)
:
C :
〈
C′1, C
′
2, C
′
3, . . . , C
′
µ
〉
,
D :
〈
D′1, D
′
2, D
′
3, . . . , D
′
µ
〉
,
t′C =
[
C | ℑbT˜
]
,
t′D =
[
D | ℑbT˜
]
.
Â ýòîì ñëó÷àå:
(t′D − t′C)2 − (D′1 − C′1)2 − (D′2 − C′2)2 − . . .−
(
D′ρ − C′µ
)2
=
=(tD − tC)2 − (D1 − C1)2 − (D2 − C2)2 − . . .− (Dρ − Cµ)2 .
Äîêàçàòåëüñòâî
Îáîçíà÷èì:
ρa,b
def
=
 µ∑
j=1
(bj − aj)2
0.5
.
Ïî Îïðåäåëåíèþ 3.3.8 ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû qC è qD ìíîæåñòâà ℑ òàêèå, ÷òî
♮ (b) (qC , C)), ♮ (b) (qD, D)
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èℓ
(
ℑbT˜
)
(C,D) = ℓ
(
b, T˜
)
(qC ,qD).
Â ýòîì ñëó÷àå:
t′C =
[
C | ℑbT˜
]
=
[
q•CC | ℑbT˜
]
,
t′D =
[
D | ℑbT˜
]
=
[
q•DD | ℑbT˜
]
.
Ïî Ñëåäñòâèþ èç Òåîðåìû 3.4.5:[
q•CC | ℜaH˜
]
=
[
C | ℜaH˜
]
= tC ,[
q•DD | ℜaH˜
]
=
[
D | ℜaH˜
]
= tD.
Îáîçíà÷èì:
τ1
def
=
[
b•C ↑ b, T˜
]
,
τ2
def
=
[
b•D ↑ b, T˜
]
,
t1
def
=
[
b•C | ℜaH˜
]
,
t2
def
=
[
b•D | ℜaH˜
]
,
t3
def
=
[
b•B | ℜaH˜
]
,
t4
def
=
[
q•Cb
•B | ℜaH˜
]
,
t5
def
=
[
b•q•Cb
•B | ℜaH˜
]
,
t6
def
=
[
q•Dq
•
Cb
•B | ℜaH˜
]
,
t7
def
=
[
q•Cq
•
Dq
•
Cb
•B | ℜaH˜
]
,
t8
def
=
[
b•q•Cq
•
Dq
•
Cb
•B | ℜaH˜
]
.
Ïðè ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ:
t8 − t7 = t5 − t4, ò.å.: t8 − t5 = t7 − t4, è
ℓ
(
ℑbT˜
)
(C,D) = 0.5
([
b•q•Cq
•
Dq
•
Cb
•B ↑ b, T˜
]
−
[
b•q•Cb
•B ↑ b, T˜
])
,
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ò.å.:
ℓ
(
ℑbT˜
)
(C,D) = 0.5 (t8 − t5)
√
1− v2 = 0.5 (t7 − t4)
√
1− v2,
(t7 − t6)2 = (xC,1 + vt7 − xD,1 − vt6)2 +
∑µ
j=2 (xC,j − xD,j)2,
(t6 − t4)2 = (xD,1 + vt6 − xC,1 − vt4)2 +
∑µ
j=2 (xC,j − xD,j)2,
ò.å.:
(t7 − t6)2 = v2 (t7 − t6)2 + 2v (xC,1 − xD,1) (t7 − t6) + ρ2qC ,qD ,
(t6 − t4)2 = v2 (t6 − t4)2 + 2v (xD,1 − xC,1) (t6 − t4) + ρ2qD,qC .
Îòñþäà:
t7 − t4 = 2√1−v2
(
v2 (xD,1 − xC,1)2 +
(
1− v2) ρ2qC ,qD)0.5.
Îáîçíà÷èì:
Ra,b
def
=
ρ2a,b − v2 µ∑
j=2
(aj − bj)2
0.5
.
Ïðè òàêîì îáîçíà÷åíèè:
ℓ
(
ℑbT˜
)
(C,D) =
RqC ,qD√
1− v2 .
Ò.ê.
C1 = xC,1 + vtC , D1 = xD,1 + vtD,
Cj+1 = xC,j+1, Dj+1 = xD,j+1,
òî
RqC ,qD =
(
v2 (D1 − vtD − C1 + vtC)2
+
(
1− v2) ((D1 − vtD − C1 + vtC)2 +∑µj=2 (Dj − Cj)2)
)0.5
,
ò.å.:
RqC ,qD =
v2 (tD − tC)2 − 2v (tD − tC) (D1 − C1) + ρ2C,D − v2 µ∑
j=2
(Dj − Cj)2
0.5
.
(98)
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Êðîìå òîãî, ïî Îïðåäåëåíèþ 3.3.7:
t′D − t′C = (τ2 − τ1)−
(
ℓ
(
b, T˜
)
(b,qD)− ℓ
(
b, T˜
)
(b,qC)
)
. (99)
Ïî Ñëåäñòâèþ èç Òåîðåìû 3.4.5:
τ2 − τ1 = (t2 − t1)
√
1− v2. (100)
Ïî Òåîðåìå 3.4.3:
(t1 − tC)2 = (xb,1 + vt1 − C1)2 +
∑µ
j=2 (xb,j − Cj)2,
(t2 − tD)2 = (xb,1 + vt2 −D1)2 +
∑µ
j=2 (xb,j −Dj)2.
Ñëåäîâàòåëüíî,
(t1 − tC)2 = v2 (t1 − tC)2 + 2v (xb,1 − xC,1) (t1 − tC) + ρ2b,qC ,
(t2 − tD)2 = v2 (t2 − tD)2 + 2v (xb,1 − xD,1) (t2 − tD) + ρ2b,qD .
Îòñþäà:
t2 − t1 = (tD − tC) + v
1− v2 (xC,1 − xD,1) +
1
1− v2 (Rb,qD −Rb,qC ) . (101)
Ó÷èòûâàÿ ÷òî:
ℓ
(
b, T˜
)
(b,qD) =
Rb,qD√
1− v2 , ℓ
(
b, T˜
)
(b,qC) =
Rb,qC√
1− v2 ,
èç (99), (100), (101):
t′D − t′C = (tD − tC)
√
1− v2 − v√
1− v2 (xD,1 − xC,1) ,
ò.å.:
t′D − t′C = (tD − tC)
√
1− v2 − v√
1− v2 ((D1 − C1)− v (tD − tC)) ,
ò.å.:
t′D − t′C =
(tD − tC)− v (D1 − C1)√
1− v2 . (102)
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Îòñþäà:
(t′D − t′C)2 −
(
ℓ
(
ℑbT˜
)
(C,D)
)2
=
= 11−v2
(
(tD − tC)2 − 2v (tD − tC) (D1 − C1) + v2 (D1 − C1)2 −R2qC ,qD
)
,
ò.å. ïî (98):
(t′D − t′C)2 − (D′1 − C′1)2 − (D′2 − C′2)2 − · · · −
(
D′µ − C′µ
)2
= (tD − tC)2 − ρ2C,D 
Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåí-
öà.
4 Âåðîÿòíîñòü
àññìàòðèâàåì âûðàæåíèÿ êàêèõ-ëèáî ÿçûêîâ.
Î.1: Ìíîæåñòâî âûðàæåíèé íàçûâàåì κ-îáúåêòîì, åñëè ëþáàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ
ýòîãî ìíîæåñòâà ïðåäñòàâëÿåò ïàðó ñèíîíèìîâ. Ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà
íàçûâàåì èìåíàìè ýòîãî κ-îáúåêòà.
Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî: {≪ ñóììà ÷èñåë 3 è 1≫,≪ four≫,≪ 2+2≫,≪ IV ≫,
≪ 22 ≫, ≪ 4≫, ≪ ÷åòâåðêà ≫ } åñòü κ-îáúåêò ñ èìåíåì ≪ 4≫.
Î.2: κ-îáúåêò, èìåíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîâåñòâîâàòåëüíûå ïðåäëîæåíèÿ,
íàçûâàåòñÿ ñîáûòèåì.
Ñîáûòèå ñ èìåíåì A îáîçíà÷àåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ◦A.
Î.9: Cîáûòèå ïðîèñõîäèò, åñëè è òîëüêî åñëè åãî èìåíà èñòèííû.
Î.10: Cîáûòèå C åñòü ïðîèçâåäåíèå ñîáûòèé A è B (îáîçíà÷åíèå: C = (A · B)),
åñëè C èìååò èìÿ âèäà: (A&B), ãäå A - èìÿ ñîáûòèÿ A, à B - èìÿ ñîáûòèÿ B.
Î.11: Ñîáûòèÿ A è B íåñîâìåñòíû, åñëè ñîáûòèå (A · B) èìååò ëîæíîå èìÿ.
Î.12: Cîáûòèå C ïðîòèâîïîëîæíî ê ñîáûòèþ A (îáîçíà÷åíèå: C = A), åñëè C
èìååò èìÿ âèäà: (¬A), ãäå A - èìÿ ñîáûòèÿ A.
Î.13: Cîáûòèå C åñòü ñóììà ñîáûòèé A è B (îáîçíà÷åíèå: C = (A+ B)), åñëè
C èìååò èìÿ âèäà: (A ∨B), ãäå A - èìÿ ñîáûòèÿ A, à B - èìÿ ñîáûòèÿ B.
Äàëåå âñå (åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâàðèâàåòñÿ) ïðîèñõîäèò â êîîðäèíàòíîé
ñèñòåìå Rµ ñèñòåìû îòñ÷åòà
(
ℜaH˜
)
.
Ïðåäëîæåíèÿ âèäà ≪Â ìîìåíò t A èìååò êîîðäèíàòû x ≫ ÿ îáîçíà÷àþ êàê
A (t,x).
Î.14: Ñîáûòèå, èìåíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåíèå âèäà A (t,x) ÿ íàçûâàþ
òî÷å÷íûì ñîáûòèåì.
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Î.15: Ñîáûòèå C ÿ íàçûâàþ èçè÷åñêèì ñîáûòèåì, åñëè è òîëüêî åñëè C åñòü
òî÷å÷íîå ñîáûòèå, èëè C åñòü ïðîèçâåäåíèå èëè ñóììà êàêèõ-ëèáî èçè÷åñêèõ
ñîáûòèé, èëè C ïðîòèâîïîëîæíî ê êàêîìó-ëèáî èçè÷åñêîìó ñîáûòèþ. Êðîìå
ïåðå÷èñëåííûõ, íèêàêèõ èçè÷åñêèõ ñîáûòèé íåò.
4.1 B-óíêöèè
Î.16: Êàæäàÿ óíêöèÿ b (X ), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå èçè÷åñêèõ ñîáûòèé,
èìåþùàÿ îáëàñòü çíà÷åíèé íà îòðåçêå [0; 1] ÷èñëîâîé îñè, íàçûâàåòñÿ B-óíêöèåé,
åñëè ñóùåñòâóåò ñîáûòèå C, äëÿ êîòîðîãî:
b (C) = 1,
è äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A è B:
b (A · B) + b (A · B) = b (A) .
Ò.2: Äëÿ ëþáîé B-óíêöèè b:
1) äëÿ âñåõ ñîáûòèé A è B: b (A · B) ≤ b (A);
2) äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ A: åñëè T ïðîèñõîäèò, òî b (A) + b (A) = b (T );
3) äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ A: åñëè T ïðîèñõîäèò, òî b (A) ≤ b (T );
4) åñëè T ïðîèñõîäèò, òî
b (T ) = 1;
5) äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ A:
b (A) + b (A) = 1;
6) åñëè ñîáûòèå F èìååò ëîæíîå èìÿ, òî
b (F) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî Ò.2:
1) Èç Î.16.
2) Ïî ïóíêòàì 4 è 2 Ò.1 è Î.9:
b (T · A) + b (T · A) = b (A) + b (A) .
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3) Èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ýòîé Òåîðåìû.
4) Èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ýòîé Òåîðåìû è èç Î.16.
5) Èç ïóíêòà 2 ýòîé Òåîðåìû.
6) Èç ïóíêòà 5 Ò.1, èç Î.10 è Î.16:
b (F · A) + b (F · A) = b (F) + b (F) = b (F)

Ò.3:
b (A+ B) = b (A) + b (B)− b (A · B) .
Äîêàçàòåëüñòâî Ò.3: ïî Î.13, O.8 è ïî ïóíêòó 5 Ò.2:
b (A+ B) = 1− b (A · B) .
Ïî Î.16:
b (A+ B) = 1− b (A)+ b (A · B) = b (A) + b (B)− b (A · B)

Ò.4 Åñëè ïðåäëîæåíèÿ A è B íåñîâìåñòíû, òî
b (A+ B) = b (A) + b (B) .
Äîêàçàòåëüñòâî Ò.4: Èç ïóíêòà 6 T.2, èç T.3 ïî Î.11 
Ò.5: Åñëè b (A · B) = b (A) · b (B), òî b (A · B) = b (A) · b (B).
Äîêàçàòåëüñòâî Ò.5: Ïî Îïðåäåëåíèþ O.16:
b
(A · B) = b (A)− b (A · B) .
Ïîýòîìó,
b
(A · B) = b (A)− b (A) · b (B) = b (A) · (1− b (B)) .
Ïîýòîìó, ïî ïóíêòó 5 Ò.2:
b
(A · B) = b (A) · b (B)

O.17: Ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû äëÿ B-óíêöèè b, åñëè
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b (A · B) = b (A) · b (B) .
Ò.6: b
(A · A · B) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî Ò.6: Ïî Î.16 è ïî ïóíêòàì 2 è 3 Ò.1:
b
(A · A · B) = b (A · B)− b (A · A · B) ,
ïîýòîìó, èç ïóíêòà 1 Ò.1:
b
(A · A · B) = b (A · B)− b (A · B)

Ò.7:
P (A · (B + C)) = P (A · B) + P (A · C)− P (A · B · C) .
Äîêàçàòåëüñòâî Ò.7:
Ïî Î.8, O.13 è Î.16:
P (A · (B + C)) = P
(
A · B · C
)
= P (A) − P (A · B · C) = P (A) − P (A · B) +
P
(A · B · C) = P (A · B) + P (A · C)− P (A · B · C)

4.2 Íåçàâèñèìûå èñïûòàíèÿ
Ïóñòü N - ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Î.18 Ïóñòü s(n) - óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà N, èìåþùàÿ îáëàñòü çíà÷åíèé â
ìíîæåñòâå ñîáûòèé.
Â ýòîì ñëó÷àå ñîáûòèå C íàçûâàåòñÿ [s℄-ñåðèåé ðàíãà r ñ V-÷èñëîì k, åñëè C, r
è k ïîä÷èíÿþòñÿ îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
1) r = 1 è k = 1, C def= s (1), èëè k = 0, C def= s (1);
2) B åñòü [s℄-ñåðèÿ ðàíãà r − 1 ñ V-÷èñëîì k − 1 è
C def= (B · s (r)) ,
èëè B åñòü [s℄-ñåðèÿ ðàíãà r − 1 ñ V-÷èñëîì k è
C def=
(
B · s (r)
)
.
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Îáîçíà÷èì [s](r, k) ìíîæåñòâî [s]-ñåðèé ðàíãà r ñ V-÷èñëîì k.
Íàïðèìåð, åñëè s (n) åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Bn, òî ñîáûòèÿ:(B1 · B2 · B3), (B1 · B2 · B3), (B1 · B2 · B3)
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà [s](3, 2), à
(B1 · B2 · B3 · B4 · B5) ∈ [s](5, 3).
Î.19: Ôóíêöèÿ s(n) íåçàâèñèìà äëÿ B-óíêöèè b, åñëè:
b (A) =
r∏
n=1
b (s (n))
äëÿ ëþáîãî A, òàêîãî ÷òî A ∈ [s](r, r).
Î.20: Ïóñòü s(n) - óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà N, èìåþùàÿ îáëàñòü çíà÷åíèé â
ìíîæåñòâå ñîáûòèé.
Â ýòîì ñëó÷àå ñîáûòèå C íàçûâàåòñÿ [s℄-ñóììîé ðàíãà r ñ V-÷èñëîì k
(îáîçíà÷èì: t[s](r, k)), åñëè C åñòü ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà [s](r, k).
Íàïðèìåð, åñëè s (n) åñòü ñîáûòèå Cn, òî:(C1 · C2 · C3) = t[s] (3, 0),
t[s] (3, 1) =
=
((C1 · C2 · C3)+ (C1 · C2 · C3)+ (C1 · C2 · C3)),
t[s] (3, 2) =
((C1 · C2 · C3)+ (C1 · C2 · C3)+ (C1 · C2 · C3)),
(C1 · C2 · C3) = t[s] (3, 3).
Î.21: Ïóñòü óíêöèÿ sA(n), îïðåäåëåííàÿ íà N, èìåþùàÿ çíà÷åíèÿ â
ìíîæåñòâå ñîáûòèé, íåçàâèñèìàÿ äëÿ B-óíêöèè b, ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèþ:
b (sA(n)) = b (A).
äëÿ ëþáîãî n.
Â ýòîì ñëó÷àå [sA]-ñåðèþ ðàíãà r ñ V-÷èñëîì k íàçûâàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
r íåçàâèñèìûõ äëÿ B-óíêöèè b [sA]-èñïûòàíèé ñîáûòèÿ A ñ ðåçóëüòàòîì k.
À ÷èñëî k/r íàçûâàåì ÷àñòîòîé ñîáûòèÿ A â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(îáîçíà÷åíèå: νr [sA]
def
= k/r).
Ò.8: (îðìóëà Áåðíóëëè [12℄) Åñëè s(n) íåçàâèñèìà äëÿ B-óíêöèè b è
ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî p, òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ n: b (s (n)) = p, òî
b (t [s] (r, k)) =
r!
k! · (r − k)! · p
k · (1− p)r−k .
Äîêàçàòåëüñòâî Ò.8: Ïî Î.19 è ïî Ò.5: åñëè B ∈ [s] (r, k), òî:
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b (B) = pk · (1− p)r−k .
Ò.ê. [s] (r, k) ñîäåðæèò r!/ (k! · (r − k)!) ýëåìåíòîâ, òî ïî T.4, T.5, T.6 ýòà Òåîðåìà
âûïîëíÿåòñÿ 
Î.22: Ïóñòü óíêöèÿ s(n) îïðåäåëåíà íà N è èìååò îáëàñòü çíà÷åíèé â
ìíîæåñòâå ñîáûòèé.
Â ýòîì ñëó÷àå ñîáûòèå T[s](r, k, l), çäåñü r, k, l - íàòóðàëüíûå ÷èñëà, îïðåäåëÿåò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1) T[s](r, k, k)
def
= t[s](r, k),
2) T[s](r, k, l + 1)
def
= (T[s](r, k, l) + t[s](r, l+ 1)).
Î.23: Åñëè a è b - âåùåñòâåííûå ÷èñëà, è k − 1 < a ≤ k è l ≤ b < l + 1, òî
T[s](r, a, b) = T[s](r, k, l).
Ò.9:
T[sA](r, a, b) =◦≪ a
r
≤ νr [sA] ≤ b
r
≫ .
Äîêàçàòåëüñòâî Ò.9: Ïî Î.23: ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûå ÷èñëà r è k, äëÿ
êîòîðûõ: k − 1 < a ≤ k, è l ≤ b < l + 1, è T[sA](r, a, b) = T[sA](r, k, l).
Èíäóêöèÿ ïî l:
1. Ïóñòü l = k.
Â ýòîì ñëó÷àå ïî Î.22 è Î.21:
T[sA](r, k, k) = t[sA](r, k) =◦≪ νr [sA] = k
r
≫ .
2. Ïóñòü n - íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Èíäóêòèâíîå äîïóùåíèå: Äîïóñòèì
T[sA](r, k, k + n) =◦≪ k
r
≤ νr [sA] ≤ k + n
r
≫ .
ïî Î.22:
T[sA](r, k, k + n+ 1) = (T[sA](r, k, k + n) + t[sA](r, k + n+ 1)).
Ïî èíäóêòèâíîìó äîïóùåíèþ, ïî Î.21 è ïî Î.5:
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T[sA](r, k, k + n+ 1) =
= (◦≪ k
r
≤ νr [sA] ≤ k + n
r
≫ +◦ ≪ νr [sA] = k + n+ 1
r
≫).
Ïîýòîìó, ïî Î.13 è Î.8:
T[sA](r, k, k + n+ 1) =◦≪ k
r
≤ νr [sA] ≤ k + n+ 1
r
≫
Ò.10: Åñëè s(n) íåçàâèñèìà äëÿ B-óíêöèè b è ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî
p, òàêîå ÷òî b (s (n)) = p äëÿ âñåõ n, òî
b (T[s](r, a, b)) =
∑
a≤k≤b
r!
k! · (r − k)! · p
k · (1− p)r−k .
Äîêàçàòåëüñòâî Ò.10: Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç Ò.8 ïî Ò.4 
Ò.11: Åñëè s(n) íåçàâèñèìà äëÿ B-óíêöèè b è ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî
p, òàêîå ÷òî b (s (n)) = p äëÿ âñåõ n, òî
b (T[s](r, r · (p− ε) , r · (p+ ε))) ≥ 1− p · (1− p)
r · ε2
äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ε.
Äîêàçàòåëüñòâî Ò.11: Òàê êàê
r∑
k=0
(k − r · p)2 · r!
k! · (r − k)! · p
k · (1− p)r−k = r · p · (1− p) ,
òî åñëè
J = {k ∈ N|0 ≤ k ≤ r · (p− ε)} ∪ {k ∈ N|r · (p+ ε) ≤ k ≤ r} ,
òî ∑
k∈J
r!
k! · (r − k)! · p
k · (1− p)r−k ≤ p · (1− p)
r · ε2 .
Ïîýòîìó, ïî ïóíêòó 5 Ò.2 ýòà Òåîðåìà âûïîëíÿåòñÿ 
Ïîýòîìó
lim
r→∞
b (T[s](r, r · (p− ε) , r · (p+ ε))) = 1 (103)
äëÿ âñåõ êàê óãîäíî ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ε.
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4.3 Ôóíêöèÿ âåðîÿòíîñòè
Î.24: n-âõîä Sn äëÿ N îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî:
1) S1
def
= {1};
2) S(n+1)
def
= Sn ∪ {n+ 1}.
Î.25: Åñëè Sn åñòü n-âõîä äëÿ N, è A ⊆ N, òî ‖A ∩ Sn‖ åñòü êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A ∩ Sn, è åñëè
̟n (A) =
‖A ∩ Sn‖
n
,
òî ̟n (A) åñòü ÷àñòîòà ìíîæåñòâà A íà n-âõîäå Sn.
Ò.12:
1) ̟n(N) = 1;
2) ̟n(∅) = 0;
3) ̟n(A) +̟n(N−A) = 1;
4) ̟n(A ∩B) +̟n(A ∩ (N−B)) = ̟n(A).
Äîêàçàòåëüñòâî Ò.12: Èç Î.24 è Î.25 
Î.26: Åñëè "lim" åñòü Êîøè-Âåéåðøòðàññà "limit", òî:
Φix
def
=
{
A ⊆ N| lim
n→∞
̟n(A) = 1
}
.
Ò.13: Φix åñòü èëüòð [4℄, ò.å.:
1) N ∈ Φix,
2) ∅ /∈ Φix,
3) åñëè A ∈ Φix, è B ∈ Φix, òî (A ∩B) ∈ Φix ;
4) åñëè A ∈ Φix, è A ⊆ B, òî B ∈ Φix.
Äîêàçàòåëüñòâî Ò.13:
1), 2) è 4) ïîëó÷àåòñÿ ñðàçó èç ñâîéñòâ Êîøè-Âåéåðøòðàññà ïðåäåëà ïî Î.24,
Î.25 è Î.26.
3): Èç ïóíêòà 3 Ò.12:
lim
n→∞̟n(N−B) = 0.
Èç ïóíêòà 4 Ò.12:
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̟n(A ∩ (N−B)) ≤ ̟n(N−B).
Ñëåäîâàòåëüíî,
lim
n→∞
̟n (A ∩ (N−B)) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî,
lim
n→∞
̟n (A ∩B) = lim
n→∞
̟n(A)
Î.27: Ôóíêöèþ C(n), îïðåäåëåííóþ íà N è èìåþùóþ çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå
ñîáûòèé, íàçûâàåì ñóïåðñîáûòèåì C(n).
Î.28: Ñóïåðñîáûòèå C(n) ïðîèñõîäèò, åñëè {n ∈ N|C (n) ïðîèñõîäèò} ∈ Φix.
Î.29: B-óíêöèÿ P íàçûâàåòñÿ P -óíêöèåé, åñëè P ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ:
Äëÿ ëþáîãî ñóïåðñîáûòèÿ C(n): åñëè
lim
n→∞
P (C (n)) = 1,
òî C(n) ïðîèñõîäèò.
T.14: Åñëè P - P-óíêöèÿ, òî ïðîèñõîäèò ñîáûòèå
◦ ≪ P (A)− ε ≤ νn [sA] ≤ P (A) + ε≫
äëÿ ëþáîãî êàê óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε è äëÿ ëþáîãî èçè÷åñêîãî
ñîáûòèÿ A.
Äîêàçàòåëüñòâî T.14: Èç Î.21, O.29 è 103:
lim
n→∞
P (T[sA](n, n · (P (A)− ε) , n · (P (A) + ε))) = 1
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Î.29 è ïî Ò.9 ïðîèñõîäèò ñóïåðñîáûòèå
◦ ≪ n · (P (A)− ε)
n
≤ νn [sA] ≤ n · (P (A) + ε)
n
≫
äëÿ ëþáîãî êàê óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε 
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Ò.å. ïî÷òè äëÿ âñåõ áîëüøèõ n:
νn [sA] = P (A)± ε.
Òàêèì îáðàçîì, P-óíêöèèè, ïîä÷èíÿþùèåñÿ âñåì ñâîéñòâàì óíêöèè âåðîÿò-
íîñòè, èìåþò ñòàòèñòè÷åñêèé ñìûñë. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü
èçìåðåíû îäíîçíà÷íî ñòàòèñòè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì. Ò.å. òîëüêî îäíà òàêàÿ
óíêöèÿ ñóùåñòâóåò. Îíà îïðåäåëÿåò îáúåêòèâíóþ âåðîÿòíîñòü èçè÷åñêèõ
ñîáûòèé, íå çàâèñÿùóþ îò íàáëþäàòåëÿ.
4.4 Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü
Îïðåäåëåíèå 2.5.1: Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ B ïî C íàçûâàåòñÿ:
P (B/C) def= P (C · B)
P (C) . (104)
Òåîðåìà 2.5.1 Ôóíêöèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè åñòü B-óíêöèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.5.1 Èç Îïðåäåëåíèÿ 2.5.1:
P (C/C) = P(C·C)P(C) .
Îòñþäà ïî ïóíêòó 1 Òåîðåìû 2.1.1:
P (C/C) = P(C)P(C) = 1.
Òàêæå èç Îïðåäåëåíèÿ 2.5.1:
P ((A · B) /C) + P ((A · B) /C) = P(C·(A·B))P(C) + P(C·(A·B))P(C) .
Îòñþäà:
P ((A · B) /C) + P ((A · B) /C) = P(C·(A·B))+P(C·(A·B))P(C) .
Ïî ïóíêòó 3 Òåîðåìû 2.1.1:
P ((A · B) /C) + P ((A · B) /C) = P((C·A)·B)+P((C·A)·B)P(C) .
Îòñþäà ïî Î.16:
P ((A · B) /C) + P ((A · B) /C) = P(C·A)P(C) .
Îòñþäà ïî Îïðåäåëåíèþ 2.5.1:
P ((A · B) /C) + P ((A · B) /C) = P (A/C) 
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4.5 Êëàññè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü
Îïðåäåëåíèå 2.6.1 {B1,B2, . . . ,Bn} åñòü ïîëíàÿ ñèñòåìà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1. åñëè k 6= s, òî (Bk · Bs) íåñîâìåñòíû;
2. ïðîèñõîäèò ñîáûòèå (B1 + B2 + . . .+ Bn).
Îïðåäåëåíèå 2.6.2 B áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþ A, åñëè (B · A) íåñîâìåñ-
òíû, è B íå áëàãîïðèÿòñòâóåò ïðåäëîæåíèþ A, åñëè (B · A) íåñîâìåñòíû.
Ïóñòü
1. {B1,B2, . . . ,Bn} - ïîëíàÿ ñèñòåìà;
2. äëÿ k ∈ {1, 2, . . . , n} è s ∈ {1, 2, . . . , n}: P (Bk) = P (Bs);
3. åñëè 1 ≤ k ≤ m, òî Bk áëàãîïðèÿòñòâóåò ïðåäëîæåíèþA, à åñëèm+1 ≤ s ≤ n,
òî Bs íå áëàãîïðèÿòñòâóåò ïðåäëîæåíèþ A.
Â ýòîì ñëó÷àå èç ïóíêòà 6 T.2 ïî Î.11:
P
(A · Bk) = 0
äëÿ k ∈ {1, 2, . . . ,m}, è
P (A · Bs) = 0
äëÿ s ∈ {m+ 1,m+ 2, . . . , n}.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Î.16:
P (A · Bk) = P (Bk)
äëÿ k ∈ {1, 2, . . . , n}.
Ïî ïóíêòó 4 Òåîðåìû 2.1.1:
A = (A · (B1 + B2 + . . .+ Bm + Bm+1 . . .+ Bn)) .
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Ò.7:
P (A) = P (A · B1) + P (A · B2) + . . .+
+P (A · Bm) + P (A · Bm+1) + . . .+ P (A · Bn) =
= P (B1) + P (B2) + . . .+ P (Bm).
Ñëåäîâàòåëüíî,
P (A) = m
n
.
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4.6 B-óíêöèè è êëàññè÷åñêàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ëîãèêà
Òåîðåìà 2.2.2 Åñëè ïðåäëîæåíèå D ïðîïîçèöèîíàëüíî äîêàçóåìî, òî äëÿ âñåõ
B-óíêöèé b: b (◦D) = 1.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.2.2:
Åñëè D åñòü A1, òî ïî Îïðåäåëåíèþ 2.1.10, O.10, O.12, O.13:
b (◦D) = b
(
◦A · ◦B · ◦A
)
.
Ïî ïóíêòó 5 Ò.2:
b (◦D) = 1− b
(
A · ◦B · ◦A
)
.
Ïî Î.16 è ïî Òåîðåìå 2.1.1:
b (◦D) = 1− b (◦A) + b
(
◦A · ◦B · ◦A
)
,
b (◦D) = 1− b (◦A) + b (◦A)− b (◦A · (◦B · ◦A)) ,
b (◦D) = 1− b ((◦A ·◦ B) · ◦A) ,
b (◦D) = 1− b (◦A ·◦ B) + b ((◦A ·◦ B) ·◦ A) ,
b (◦D) = 1− b (◦A ·◦ B) + b ((◦A ·◦ A) ·◦ B) ,
b (◦D) = 1− b (◦A ·◦ B) + b (◦A ·◦ B) .
Äëÿ îñòàëüíûõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ àêñèîì äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.
Ïóñòü äëÿ âñåõ B-óíêöèé b: b(◦A) = 1 è b (◦ (A⇒ D)) = 1.
Ïî Îïðåäåëåíèþ 2.1.10, O.10, O.12, O.13:
b (◦ (A⇒ D)) = b
((◦A · ◦D)) .
Ïî ïóíêòó 5 Ò.2:
b (◦ (A⇒ D)) = 1− b (◦A · ◦D) .
Ïîýòîìó,
b
(◦A · ◦D) = 0.
Ïî Î.16:
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b
(◦A · ◦D) = b (◦A)− b (◦A ·D) .
Ïîýòîìó,
b (◦A ·◦ D) = b (◦A) = 1.
Ïî Î.16 è ïî Òåîðåìå 2.1.1:
b (◦A ·◦ D) = b (◦D)− b (◦D · ◦A) = 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ B-óíêöèé b:
b (◦D) = 1
Òåîðåìà 2.2.3
1) Åñëè äëÿ âñåõ áóëåâûõ óíêöèé g:
g (A) = 1,
òî äëÿ âñåõ B-óíêöèé b:
b (◦A) = 1.
2) Åñëè äëÿ âñåõ áóëåâûõ óíêöèé g:
g (A) = 0,
òî äëÿ âñåõ B-óíêöèé b:
b (◦A) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.2.3:
1) Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé Òåîðåìû è èç Òåîðåìû 2.1.3.
2) Åñëè äëÿ âñåõ Áóëåâûõ óíêöèé g: g (A) = 0, òî ïî Îïðåäåëåíèþ 2.1.6:
g (¬A) = 1. Ïîýòîìó, èç ïóíêòà 1 ýòîé Òåîðåìû: äëÿ âñåõ B-óíêöèé b: b (◦A) = 1.
Ïî ïóíêòó 5 Ò.2: b (◦A) = 0 
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Òåîðåìà 2.2.4 Åñëè óíêöèÿ b˜ îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå èçè÷åñêèõ ñîáûòèé,
èìååò çíà÷åíèÿ â äâóõ-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå {0; 1} è ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:
1. b˜ (◦ (¬A)) = 1− b˜ (◦A);
2. b˜ (◦ (A&B)) = b˜ (◦A) · b˜ (◦B),
òî ýòà óíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò B-óíêöèþ.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.2.4: Åñëè D åñòü A1, òî b˜ (◦D) = 1 - ñìîòðèòå
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.2.2.
Ïî Î.10 è Î.12:
b˜ (◦A ·◦ B) + b˜ (◦A · ◦B) = b˜ (◦ (A&B)) + b˜ (◦ (A&(¬B))).
Ïî óñëîâèþ Òåîðåìû 2.2.4:
b˜ (◦A ·◦ B) + b˜ (◦A · ◦B) = b˜ (◦A) · b˜ (◦B) + b˜ (◦A) · (1− b˜ (◦B)).
Ñëåäîâàòåëüíî,
b˜ (◦A ·◦ B) + b˜ (◦A · ◦B) = b˜ (◦A)
Èç Îïðåäåëåíèÿ 2.1.6 óíêöèÿ b˜ (◦X) ïðåäñòàâëÿåò áóëåâó óíêöèþ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, B-óíêöèè è áóëåâû óíêöèè òåñíî ñâÿçàíû Òåîðåìîé 2.2.4. Ò.å. B-
óíêöèè - ýòî óíêöèè ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü
ýòî ëîãèêà åùå íå ïðîèçîøåäøèõ ñîáûòèé.
4.7 Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ëîãè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè
4.7.1 Íåñòàíäàðòíûå ÷èñëà
àññìàòðèâàåì ìíîæåñòâî N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Îïðåäåëåíèå 2.7.1.1: n-âõîä Sn äëÿ N îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî:
1) S1
def
= {1};
2) S(n+1)
def
= Sn ∪ {n+ 1}.
Îïðåäåëåíèå 2.7.1.2: Åñëè Sn åñòü n-âõîä äëÿ N, è A ⊆ N, òî ‖A ∩ Sn‖ åñòü
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A ∩ Sn, è åñëè
̟n (A) =
‖A ∩ Sn‖
n
,
òî ̟n (A) åñòü ÷àñòîòà ìíîæåñòâà A íà n-âõîäå Sn.
Òåîðåìà 2.7.1.1:
60
1) ̟n(N) = 1;
2) ̟n(∅) = 0;
3) ̟n(A) +̟n(N−A) = 1;
4) ̟n(A ∩B) +̟n(A ∩ (N−B)) = ̟n(A).
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.7.1.1: Èç Îïðåäåëåíèé 2.7.1.1 è 2.7.1.2 
Îïðåäåëåíèå 2.7.1.3: Åñëè "lim" åñòü Êîøè-Âåéåðøòðàññà "limit", òî:
Φix
def
=
{
A ⊆ N| lim
n→∞
̟n(A) = 1
}
.
Òåîðåìà 2.7.1.2: Φix åñòü èëüòð [4℄, ò.å.:
1) N ∈ Φix,
2) ∅ /∈ Φix,
3) åñëè A ∈ Φix, è B ∈ Φix, òî (A ∩B) ∈ Φix ;
4) åñëè A ∈ Φix, è A ⊆ B, òî B ∈ Φix.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.7.1.2: Èç ïóíêòà 3 Òåîðåìû 2.7.1.1:
lim
n→∞
̟n(N−B) = 0.
Èç ïóíêòà 4 Òåîðåìû 2.7.1.1:
̟n(A ∩ (N−B)) ≤ ̟n(N−B).
Ñëåäîâàòåëüíî,
lim
n→∞
̟n (A ∩ (N−B)) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî,
lim
n→∞
̟n (A ∩B) = lim
n→∞
̟n(A)
Äàëåå äëÿ íàøåãî ïðåäìåòà ïðèñïîñîáèì ïîíÿòèÿ è âûâîäû Robinson íåñòàí-
äàðòíîãî àíàëèçà [4℄:
Îïðåäåëåíèå 2.7.1.4: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë 〈rn〉 è 〈sn〉
Q-ýêâèâàëåíòíû (îáîçíà÷åíèå: 〈rn〉 ∼ 〈sn〉), åñëè
{n ∈ N|rn = sn} ∈ Φix.
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Òåîðåìà 2.7.1.3: Åñëè r,s,u - ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, òî:
1) r ∼ r,
2) åñëè r ∼ s, òî s ∼ r;
3) åñëè r ∼ s, è s ∼ u, òî r ∼ u.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.7.1.3: Ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.4 èç Òåîðåìû
2.7.1.2 
Îïðåäåëåíèå 2.7.1.5: Q-÷èñëî åñòü ìíîæåñòâî Q-ýêâèâàëåíòíûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ò.å. åñëè a˜ - Q-÷èñëî, è r ∈ a˜ è s ∈ a˜, òî r ∼ s; è
åñëè r ∈ a˜, è r ∼ s, òî s ∈ a˜.
Îïðåäåëåíèå 2.7.1.6: Q-÷èñëî a˜ åñòü ñòàíäàðòíîå Q-÷èñëî a, åñëè a åñòü
íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, è ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈rn〉, äëÿ êîòîðîé:
〈rn〉 ∈ a˜, è
{n ∈ N|rn = a} ∈ Φix.
Îïðåäåëåíèå 2.7.1.7: Q-÷èñëà a˜ è b˜ ðàâíû (îáîçíà÷åíèå: a˜ = b˜), åñëè a˜ ⊆ b˜, è
b˜ ⊆ a˜.
Òåîðåìà 2.7.1.4: Ïóñòü f(x, y, z) óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ âR×R×R, èìåþùàÿ
îáëàñòü çíà÷åíèé â R (R - ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë).
Ïóñòü 〈y1,n〉 , 〈y2,n〉 , 〈y3,n〉 , 〈z1,n〉 , 〈z2,n〉 , 〈z3,n〉 - ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Â ýòîì ñëó÷àå åñëè 〈zi,n〉 ∼ 〈yi,n〉, òî 〈f(y1,n, y2,n, y3,n)〉 ∼ 〈f(z1,n, z2,n, z3,n)〉.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.7.1.4: Îáîçíà÷èì:
åñëè k = 1, èëè k = 2, èëè k = 3, òî
Ak = {n ∈ N|yk,n = zk,n} .
Â ýòîì ñëó÷àå ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.4 äëÿ âñåõ k:
Ak ∈ Φix.
Ò.ê.
(A1 ∩A2 ∩A3) ⊆ {n ∈ N|f(y1,n, y2,n, y3,n) = f(z1,n, z2,n, z3,n)} ,
òî ïî Òåîðåìå 2.7.1.2:
{n ∈ N|f(y1,n, y2,n, y3,n) = f(z1,n, z2,n, z3,n)} ∈ Φix
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Îïðåäåëåíèå 2.7.1.8: Îáîçíà÷èì: QR - ìíîæåñòâî Q-÷èñåë.
Îïðåäåëåíèå 2.7.1.9: Ôóíêöèÿ f˜, îïðåäåëåííàÿ â QR×QR×QR, èìåþùàÿ
îáëàñòü çíà÷åíèé â QR, íàçûâàåòñÿ Q-ðàñøèðåíèåì óíêöèè f, îïðåäåëåííîé â
R×R×R, èìåþùåé îáëàñòü çíà÷åíèé â R, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
Ïóñòü 〈xn〉 ,〈yn〉 ,〈zn〉 - ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Â ýòîì ñëó÷àå:
åñëè
〈xn〉 ∈ x˜, 〈yn〉 ∈ y˜, 〈zn〉 ∈ z˜, u˜ = f˜ (x˜, y˜, z˜),
òî
〈f (xn, yn, zn)〉 ∈ u˜.
Òåîðåìà 2.7.1.5: Äëÿ âñåõ óíêöèé f, îïðåäåëåííûõ â R ×R ×R, èìåþùèõ
îáëàñòü çíà÷åíèé â R, è äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b, c, d: åñëè f˜ - Q-
ðàñøèðåíèå f; a˜, b˜, c˜, d˜ - ñòàíäàðòíûå Q-÷èñëà a, b, c, d, òî:
åñëè d = f(a, b, c), òî d˜ = f˜(a˜, b˜, c˜) è vie versa.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.7.1.5: Åñëè 〈rn〉 ∈ a˜, 〈sn〉 ∈ b˜, 〈un〉 ∈ c˜, 〈tn〉 ∈ d˜,
òî ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.6:
{n ∈ N|rn = a} ∈ Φix,
{n ∈ N|sn = b} ∈ Φix,
{n ∈ N|un = c} ∈ Φix,
{n ∈ N|tn = d} ∈ Φix.
1) Ïóñòü d = f(a, b, c).
Â ýòîì ñëó÷àå ïî Òåîðåìå 2.7.1.2:
{n ∈ N|tn = f(rn, sn, un)} ∈ Φix.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.4:
〈tn〉 ∼ 〈f(rn, sn, un)〉 .
Òàêèì îáðàçîì, ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.5:
〈f(rn, sn, un)〉 ∈ d˜.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.9:
d˜ = f˜(a˜, b˜, c˜).
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2) Ïóñòü d˜ = f˜(a˜, b˜, c˜).
Â ýòîì ñëó÷àå ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.9:
〈f(rn, sn, un)〉 ∈ d˜.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.5:
〈tn〉 ∼ 〈f(rn, sn, un)〉 .
Òàêèì îáðàçîì, ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.4:
{n ∈ N|tn = f(rn, sn, un)} ∈ Φix.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Òåîðåìå 2.7.1.2:
{n ∈ N|tn = f(rn, sn, un), rn = a, sn = b, un = c, tn = d} ∈ Φix.
Ñëåäîâàòåëüíî, ò.ê. ýòî ìíîæåñòâî íå ïóñòî, òî
d = f(a, b, c)
Ïî ýòîé òåîðåìå: åñëè f˜ - Q-ðàñøèðåíèå óíêöèè f, òî âûðàæåíèå "˜f(x˜, y˜, z˜)"
áóäåò çàïèñàíî êàê "f(x˜, y˜, z˜)", è åñëè u˜ - ñòàíäàðòíîå Q-÷èñëî, òî âûðàæåíèå "u˜"
áóäåò çàïèñàíî êàê "u".
Òåîðåìà 2.7.1.6: Åñëè äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b, c:
ϕ(a, b, c) = ψ(a, b, c),
òî äëÿ âñåõ Q-÷èñåë x˜, y˜, z˜:
ϕ(x˜, y˜, z˜) = ψ(x˜, y˜, z˜).
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.7.1.6: Åñëè 〈xn〉 ∈ x˜, 〈yn〉 ∈ y˜, 〈zn〉 ∈ z˜, u˜ =
ϕ(x˜, y˜, z˜), òî ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.9: 〈ϕ(xn, yn, zn)〉 ∈ u˜.
Ò.ê. ϕ(xn, yn, zn) = ψ(xn, yn, zn), òî 〈ψ(xn, yn, zn)〉 ∈ u˜.
Åñëè v˜ = ψ(x˜, y˜, z˜), òî ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.9: 〈ψ(xn, yn, zn)〉 ∈ v˜, òîæå.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 〈tn〉 âåùåñòâåííûõ ÷èñåë: åñëè
〈tn〉 ∈ u˜, òî ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.5: 〈tn〉 ∼ 〈ψ(xn, yn, zn)〉.
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Ñëåäîâàòåëüíî, 〈tn〉 ∈ v˜; è åñëè 〈tn〉 ∈ v˜, òî 〈tn〉 ∼ 〈ϕ(xn, yn, zn)〉;
Ñëåäîâàòåëüíî, 〈tn〉 ∈ u˜.
Òàêèì îáðàçîì, u˜ = v˜ 
Òåîðåìà 2.7.1.7: Åñëè äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b, c:
f (a, ϕ(b, c)) = ψ(a, b, c),
òî äëÿ âñåõ Q-÷èñåë x˜, y˜, z˜:
f (x˜, ϕ(y˜, z˜)) = ψ(x˜, y˜, z˜).
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.7.1.7: Ïóñòü 〈wn〉 ∈ w˜, f(x˜, w˜) = u˜, 〈xn〉 ∈ x˜,
〈yn〉 ∈ y˜, 〈zn〉 ∈ z˜, ϕ(y˜, z˜) = w˜, ψ(x˜, y˜, z˜) = v˜.
Ïî óñëîâèþ ýòîé Òåîðåìû: f(xn, ϕ(yn, zn)) = ψ(xn, yn, zn).
ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.9: 〈ψ(xn, yn, zn)〉 ∈ v˜, 〈ϕ(xn, yn)〉 ∈ w˜, 〈f(xn, wn)〉 ∈ u˜.
Äëÿ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 〈tn〉 âåùåñòâåííûõ ÷èñåëof:
1) Åñëè 〈tn〉 ∈ v˜, òî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.5: 〈tn〉 ∼ 〈ψ(xn, yn, zn)〉.
Ñëåäîâàòåëüíî, 〈tn〉 ∼ 〈f(xn, ϕ(yn, zn))〉.
Òàêèì îáðàçîì, ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.4:
{n ∈ N|tn = f(xn, ϕ (yn, zn))} ∈ Φix,
è
{n ∈ N|wn = ϕ (yn, zn)} ∈ Φix.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Òåîðåìå 2.7.1.2:
{n ∈ N|tn = f(xn, wn)} ∈ Φix.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.4:
〈tn〉 ∼ 〈f(xn, wn)〉 .
Òàêèì îáðàçîì, ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.5: 〈tn〉 ∈ u˜.
2) Åñëè 〈tn〉 ∈ u˜, òî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.5: 〈tn〉 ∼ 〈f(xn, wn)〉.
Ò.ê. 〈wn〉 ∼ 〈ϕ(yn, zn)〉, òî ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.4:
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{n ∈ N|tn = f(xn, wn)} ∈ Φix,
{n ∈ N|wn = ϕ (yn, zn)} ∈ Φix.
Òàêèì îáðàçîì, ïî Òåîðåìå 2.7.1.2:
{n ∈ N|tn = f(xn, ϕ (yn, zn))} ∈ Φix.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.4:
〈tn〉 ∼ 〈f(xn, ϕ(yn, zn))〉 .
Òàêèì îáðàçîì,
〈tn〉 ∼ 〈ψ(xn, yn, zn)〉 .
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.5: 〈tn〉 ∈ v˜.
Îòñþäà è èç 1) ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.7: u˜ = v˜ 
Ñëåäñòâèÿ èç Òåîðåì 2.7.1.6 è 2.7.1.7: [13℄: Äëÿ âñåõ Q-÷èñåë x˜, y˜, z˜:
Φ1: (x˜+ y˜) = (y˜ + x˜),
Φ2: (x˜+ (y˜ + z˜)) = ((x˜+ y˜) + z˜),
Φ3: (x˜+ 0) = x˜,
Φ5: (x˜ · y˜) = (y˜ · x˜),
Φ6: (x˜ · (y˜ · z˜)) = ((x˜ · y˜) · z˜),
Φ7: (x˜ · 1) = x˜,
Φ10: (x˜ · (y˜ + z˜)) = ((x˜ · y˜) + (x˜ · z˜)).
Òåîðåìà 2.7.1.8: Φ4: Äëÿ êàæäîãî Q-÷èñëà x˜ ñóùåñòâóåò Q-÷èñëî y˜, äëÿ
êîòîðîãî:
(x˜+ y˜) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.7.1.8: Åñëè 〈xn〉 ∈ x˜, òî y˜ åñòü Q-÷èñëî,
ñîäåðæàùåå 〈−xn〉 
Òåîðåìà 2.7.1.9: Φ9: Íåâåðíî, ÷òî 0 = 1.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.7.1.9: Èç Îïðåäåëåíèÿ 2.7.1.6 è Îïðåäåëåíèÿ
2.7.1.7 
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Îïðåäåëåíèå 2.7.1.10: Q-÷èñëî x˜ Q-ìåíüøå Q-÷èñëà y˜ (îáîçíà÷åíèå: x˜ < y˜),
åñëè ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 〈xn〉 è 〈yn〉 âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ:
〈xn〉 ∈ x˜, 〈yn〉 ∈ y˜ è
{n ∈ N|xn < yn} ∈ Φix.
Òåîðåìà 2.7.1.10: Äëÿ âñåõ Q-÷èñåë x˜, y˜, z˜: [14℄
Ω1: íåâåðíî, ÷òî x˜ < x˜;
Ω2: åñëè x˜ < y˜, è y˜ < z˜, òî x˜ < z˜;
Ω4: åñëè x˜ < y˜, òî (x˜+ z˜) < (y˜ + z˜);
Ω5: åñëè 0 < z˜, è x˜ < y˜, òî (x˜ · z˜) < (y˜ · z˜);
Ω3′: åñëè x˜ < y˜, òî íåâåðíî, ÷òî y˜ < x˜, èëè x˜ = y˜, è vie versa;
Ω3′′: äëÿ âñåõ ñòàíäàðòíûõ Q-÷èñåë x, y, z: x < y, èëè y < x, èëè x = y.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.7.1.10: Èç Îïðåäåëåíèÿ 2.7.1.10 ïî Òåîðåìå
2.7.1.2 
Òåîðåìà 2.7.1.11: Φ8: Åñëè 0 < |x˜|, òî ñóùåñòâóåò Q-÷èñëî y˜, äëÿ êîòîðîãî
(x˜ · y˜) = 1.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.7.1.11: Åñëè 〈xn〉 ∈ x˜, òî ïî Îïðåäåëåíèþ
2.7.1.10: åñëè
A = {n ∈ N|0 < |xn|} ,
òî A ∈ Φix.
Â ýòîì ñëó÷àå: åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 〈yn〉 : åñëè n ∈ A then yn = 1/xn
- òî
{n ∈ N|xn · yn = 1} ∈ Φix
Òàêèì îáðàçîì, Q-÷èñëà óäîâëåòâîðÿþò âñåì ñâîéñòâàì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,
êðîìå Ω3 [15℄. Ñâîéñòâî Ω3 íåñêîëüêî îñëàáëåíî (Ω3' è Ω3).
Îïðåäåëåíèå 2.7.1.11: Q-÷èñëî x˜ íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî- ìàëûì Q-÷èñëîì,
åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë 〈xn〉, äëÿ êîòîðîé: 〈xn〉 ∈
x˜, è äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ε:
{n ∈ N||xn| < ε} ∈ Φix.
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íî-ìàëûõ Q-÷èñåë êàê I.
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Îïðåäåëåíèå 2.7.1.12: Q-÷èñëà x˜ è y˜ íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íî-áëèçêèìè
(îáîçíà- ÷åíèå: x˜ ≈ y˜), åñëè |x˜− y˜| = 0, èëè |x˜− y˜| áåñêîíå÷íî ìàëî.
Îïðåäåëåíèå 2.7.1.13: Q-÷èñëî x˜ íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈rn〉 âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðîé 〈rn〉 ∈ x˜, è äëÿ
êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m:
{n ∈ N|m < rn} ∈ Φix.
4.7.2 Ìîäåëü
Îïðåäåëèì ïðîïîçèöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå êàê â [2℄, íî ïðîïîçèöèîíàëüíûå îðìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ñòðî÷íûìè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè.
Îïðåäåëåíèå C1: Ìíîæåñòâî ℜ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ îðì åñòü U-ìèð, åñëè:
1) åñëè α1, α2, . . . , αn ∈ ℜ, è α1, α2, . . . , αn ⊢ β, òî β ∈ ℜ,
2) äëÿ âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ îðì α: íåâåðíî, ÷òî (α&(¬α)) ∈ ℜ,
3) äëÿ êàæäîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé îðìû α: α ∈ ℜ èëè (¬α) ∈ ℜ.
Îïðåäåëåíèå C2: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîïîçèöèîíàëüíûõ îðì 〈αn〉 è 〈βn〉
Q-ýêâèâàëåíòíû (îáîçíà÷åíèå: 〈αn〉 ∼ 〈βn〉) if
{n ∈ N|αn ≡ βn} ∈ Φix.
Îïðåäåëÿåì ïîíÿòèÿ Q-îðìû è Q-ðàñøèðåíèÿ óíêöèè äëÿ ïðîïîçèöèîíàëü-
íûõ îðì êàê â Îïðåäåëåíèÿõ 2.7.1.5, 2.7.1.9.
Îïðåäåëåíèå C3: Q-îðìà α˜ ðåàëüíà â U-ìèðå ℜ, åñëè ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈αn〉 ïðîïîçèöèîíàëüíûõ îðì, äëÿ êîòîðîé: 〈αn〉 ∈ α˜, è
{n ∈ N|αn ∈ ℜ} ∈ Φix.
Îïðåäåëåíèå C4: Ìíîæåñòâî ℜ˜ Q-îðì íàçûâàåòñÿ Q-ðàñøèðåíèåì U-ìèðà
ℜ, åñëè ℜ˜ åñòü ìíîæåñòâî Q-ðåàëüíûõ â ℜ Q-îðì.
Îïðåäåëåíèå C5: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
〈
ℜ˜k
〉
Q-ðàñøèðåíèé U-ìèðà íàçûâàåò-
ñÿ S-ìèðîì.
Îïðåäåëåíèå C6: Q-îðìà α˜ ðåàëüíà â S-ìèðå
〈
ℜ˜k
〉
, åñëè
{
k ∈ N|α˜ ∈ ℜ˜k
}
∈ Φix.
Îïðåäåëåíèå C7: Ìíîæåñòâî A (A ⊆ N) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ìíîæå-
ñòâîì, åàëè äëÿ êàæäîãî âåùåñòâåííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ñóùåñòâóåò
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íàòóðàëüíîå ÷èñëî n0, òàêîå, ÷òî: äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n è m, áîëüøèõ
èëè ðàâíûõ n0:
|wn(A) − wm(A)| < ε.
Òåîðåìà C1: Åñëè A ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî, è äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ε:
{k ∈ N|wk(A) < ε} ∈ Φix,
òî
lim
k→∞
wk(A) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû C1: Äîïóñòèì,
lim
k→∞
wk(A) 6= 0.
Òî åñòü ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî ε0, òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n′ ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, äëÿ êîòîðîãî:
n > n′, è wn(A) > ε0.
Ïóñòü δ0 - íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî: ε0−δ0 >
0. Ò.ê. A - ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî, òî äëÿ δ0 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n0,
òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n è m, áîëüøèõ èëè ðàâíûõ ÷èñëó n0:
|wm(A) − wn(A)| < δ0.
Òî åñòü
wm(A) > wn(A)− δ0.
Ò.ê. wn(A) ≥ ε0, òî wm(A) ≥ ε0 − δ0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n0, òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ
m: åñëè m ≥ n0, òî wm(A) ≥ ε0 − δ0.
Ñëåäîâàòåëüíî,
{m ∈ N|wm(A) ≥ ε0 − δ0} ∈ Φix,
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è ïî óñëîâèþ ýòîé Òåîðåìû:
{k ∈ N|wk(A) < ε0 − δ0} ∈ Φix.
Òàêèì îáðàçîì,
{k ∈ N|ε0 − δ0 < ε0 − δ0} ∈ Φix.
Ò.å. ∅ /∈ Φix. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò Òåîðåìå 2.7.1.2 
Îïðåäåëåíèå C8: Ïóñòü
〈
ℜ˜k
〉
- S-ìèð.
Â ýòîì ñëó÷àå óíêöèÿ W(β˜), îïðåäåëåííàÿ â ìíîæåñòâå Q-îðì è èìåþùàÿ
çíàûåíèÿ â QR, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
åñëè W(β˜) = p˜, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈pn〉 âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,
òàêèõ, ÷òî: 〈pn〉 ∈ p˜, è
pn = wn
({
k ∈ N|β˜ ∈ ℜ˜k
})
.
Òåîðåìà C2: Åñëè
{
k ∈ N|β˜ ∈ ℜ˜k
}
- ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî, è W(β˜) ≈ 1, òî β˜
ðåàëüíà â
〈
ℜ˜k
〉
.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû C2: Ò.ê. W(β˜) ≈ 1, òî ïî Îïðåäåëåíèÿì 2.7.1.12
è 2.7.1.11: äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ε:{
n ∈ N|wn
({
k ∈ N|β˜ ∈ ℜ˜k
})
> 1− ε
}
∈ Φix.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïóíêòó 3 Òåîðåìû 2.7.1.1: äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ
âåùåñòâåí-íûõ ε:{
n ∈ N|
(
N− wn
({
k ∈ N|β˜ ∈ ℜ˜k
}))
< ε
}
∈ Φix.
Òàêèì îáðàçîì, ïî Òåîðåìå C1:
lim
n→∞
(
N− wn
({
k ∈ N|β˜ ∈ ℜ˜k
}))
= 0.
Ò.å.:
lim
n→∞
wn
({
k ∈ N|β˜ ∈ ℜ˜k
})
= 1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Îïðåäåëåíèþ 2.7.1.3:{
k ∈ N|β˜ ∈ ℜ˜k
}
∈ Φix.
È ïî Îïðåäåëåíèþ C6: β˜ ðåàëüíà â
〈
ℜ˜k
〉

Òåîðåìà C3: Ñóùåñòâóåò P-óíêöèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû C3: Ïî Òåîðåìàì C2 è 2.7.1.1: W(β˜) åñòü P-
óíêöèÿ â
〈
ℜ˜k
〉

5 Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ
5.1 Ñîáûòèÿ è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
Îáîçíà÷èì:
x
def
= (x1, x2, ..., xµ) ,
x
def
= 〈t,x〉 ,∫
dµ+1x
def
=
∫
dt
∫
dx1
∫
dx2 · · ·
∫
dxµ,∫
dµy
def
=
∞∫
−∞
dy1
∞∫
−∞
dy2 · · ·
∞∫
−∞
dyµ.
A(D) îçíà÷àåò (A (t,x) &≪ (t,x) ∈ D ≫).
Ïóñòü P - ëîãè÷åñêàÿ óíêöèÿ âåðîÿòíîñòè.
ß íàçûâàþ àáñîëþòíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A óíêöèþ pA (x)
òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîé îáëàñòè D: åñëè D ⊆ Rµ+1, òî∫
D
dµ+1x · pA (x) = P (A (D)) .
Åñëè J - ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèé
t→ t′ = t− vxk√
1− v2 ,
xk → x′k =
xk − vt√
1− v2 , (105)
xj → x′j = xj äëÿ j 6= k,
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òî
J =
∂ (t′, x′)
∂ (t, x)
= 1.
Ïîýòîìó àáñîëþòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðå-
îáðàçîâàíèé Ëîðåíöà.
Åñëè
ρA (t,x) =
pA (t,x)∫
dµy · pA (t,y) ,
òî ρA (t,x) ïðåäñòàâëÿåò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè A â ìîìåíò t.
Â ïðåîáðàçîâàíèÿõ (105):
ρA (t,x)→ ρ′A (t,x) =
pA (t,x)∫
dµy · pA (t+ v (yk − xk) ,y) .
Ñëåäîâàòåëüíî, ρA íå èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Äàëåå ÿ ðàññìàòðèâàþ ñîáûòèÿ A (x), äëÿ êîòîðûõ ρA ïðåäñòàâëÿåò íóëåâóþ
êîìïîíåíòó íåêîòîðîãî 3 + 1-âåêòîðíîãî ïîëÿ j
A
(j
A
= (jA,0, jA) = (jA,0, jA,1, jA,2, . . . , jA,µ)).
Òî åñòü íàéäóòñÿ âåùåñòâåííûå óíêöèè jA,k (x) òàêèå, ÷òî:
ρA = jA,0
è â ïðåîáðàçîâàíèÿõ (105):
jA,0 → j′A,0 =
jA,0 − vjA,k√
1− v2 ,
jA,k → j′A,k =
jA,k − vjA,0√
1− v2 ,
jA,s → j′A,s = jA,s äëÿ s 6= k.
Îáîçíà÷èì:
12
def
=
[
1 0
0 1
]
, 02
def
=
[
0 0
0 0
]
, β[0]
def
= −
[
12 02
02 12
]
.
ìàòðèöû Ïàóëè:
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σ1 =
(
0 1
1 0
)
, σ2 =
(
0 −i
i 0
)
, σ3 =
(
1 0
0 −1
)
.
Ìíîæåñòâî C˜ êîìïëåêñíûõ n × n ìàòðèö íàçûâàåòñÿ Êëèîðäîâûì ìíî-
æåñòâîì ðàíãà n [19℄ åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
åñëè αk ∈ C˜ è αr ∈ C˜, òî αkαr + αrαk = 2δk,r;
åñëè αkαr + αrαk = 2δk,r äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ αr ìíîæåñòâà C˜, òî αk ∈ C˜.
Äàëåå äî ñïåöèàëüíîé îòìåòêè ïóñòü µ = 3.
Åñëè n = 4, òî Êëèîðäîâî ìíîæåñòâî ëèáî ñîäåðæèò 3 ìàòðèöû (Êëèîð-
äîâà òðîéêà), ëèáî - 5 ìàòðèö (Êëèîðäîâà ïåíòàäà).
Ñóùåñòâóåò òîëüêî øåñòü Êëèîðäîâûõ ïåíòàä [19℄: îäíà ëåãêàÿ ïåíòàäà β:
β[1]
def
=
[
σ1 02
02 −σ1
]
, β[2]
def
=
[
σ2 02
02 −σ2
]
, β[3]
def
=
[
σ3 02
02 −σ3
]
, (106)
γ[0]
def
=
[
02 12
12 02
]
, (107)
β[4]
def
= i ·
[
02 12
−12 02
]
; (108)
òðè öâåòíûõ ïåíòàäû:
êðàñíàÿ ïåíòàäà ζ:
ζ [1] =
[
σ1 02
02 −σ1
]
, ζ [2] =
[
σ2 02
02 σ2
]
, ζ [3] =
[ −σ3 02
02 −σ3
]
,
γ
[0]
ζ =
[
02 −σ1
−σ1 02
]
, ζ [4] = −i
[
02 σ1
−σ1 02
]
;
çåëåíàÿ ïåíòàäà η:
η[1] =
[ −σ1 02
02 −σ1
]
, η[2] =
[
σ2 02
02 −σ2
]
, η[3] =
[ −σ3 02
02 −σ3
]
,
γ[0]η =
[
02 −σ2
−σ2 02
]
, η[4] = i
[
02 σ2
−σ2 02
]
;
73
ñèíÿÿ ïåíòàäà θ:
θ[1] =
[ −σ1 02
02 −σ1
]
, θ[2] =
[
σ2 02
02 σ2
]
, θ[3] =
[
σ3 02
02 −σ3
]
,
γ
[0]
θ =
[
02 −σ3
−σ3 02
]
, θ[4] = −i
[
02 σ3
−σ3 02
]
;
äâå âêóñîâûå ïåíòàäû:
ñëàäêàÿ ïåíòàäà ∆:
∆[1] =
[
02 −σ1
−σ1 02
]
,∆[2] =
[
02 −σ2
−σ2 02
]
,∆[3] =
[
02 −σ3
−σ3 02
]
,
∆[0] =
[ −12 02
02 12
]
,∆[4] = i
[
02 12
−12 02
]
;
ãîðüêàÿ ïåíòàäà Γ:
Γ[1] = i
[
02 −σ1
σ1 02
]
,Γ[2] = i
[
02 −σ2
σ2 02
]
,Γ[3] = i
[
02 −σ3
σ3 02
]
,
Γ[0] =
[ −12 02
02 12
]
,Γ[4] =
[
02 12
12 02
]
.
Òàê êàê ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà ÷åòûðåõ âåùåñòâåííûõ óðàâíåíèé ñ âîñåìüþ
âåùåñòâåííûìè íåèçâåñòíûìè: b2, ïðè b > 0,
∗
α
,
∗
β,
∗
χ
,
∗
θ,
∗
γ
,
∗
υ
,
∗
λ

b2 = −ρA,
b2
 cos2
(∗
α
)
sin
(
2
∗
β
)
cos
(∗
θ − ∗γ
)
−
− sin2
(∗
α
)
sin
(
2
∗
χ
)
cos
(∗
υ − ∗λ
)
 = −jA,1,
b2
 cos2
( ∗
α
)
sin
(
2
∗
β
)
sin
(∗
θ −
∗
γ
)
−
− sin2
(∗
α
)
sin
(
2
∗
χ
)
sin
(∗
υ − ∗λ
)
 = −jA,2,
b2
(
cos2
( ∗
α
)
cos
(
2
∗
β
)
− sin2
( ∗
α
)
cos
(
2
∗
χ
))
= −jA,3.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(109)
èìååò ðåøåíèÿ äëÿ ëþáûõ ρA è jA,k, òî ïðè
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ϕ1 = b exp
(
i
∗
γ
)
cos
( ∗
β
)
cos
( ∗
α
)
,
ϕ2 = b exp
(
i
∗
θ
)
sin
( ∗
β
)
cos
(∗
α
)
,
ϕ3 = b exp
(
i
∗
λ
)
cos
(∗
χ
)
sin
(∗
α
)
,
ϕ4 = b exp
(
i
∗
υ
)
sin
(∗
χ
)
sin
(∗
α
)
jA,α
def
= −
4∑
k=1
4∑
s=1
ϕ∗sβ
[α]
s,kϕk (110)
ñ α ∈ {0, 1, 2, 3}.
Åñëè 3-âåêòîð uA îïðåäåëÿåòñÿ êàê
jA
def
= ρAuA, (111)
òî uA ïðåäñòàâëÿåò ëîêàëüíóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîáû-
òèÿ A.
Îáîçíà÷èì:
∂k
Def
= ∂/∂xk;
∂t
Def
= ∂0
Def
= ∂/∂t;
∂′k
Def
= ∂/∂x′k;∑
k
Def
=
∞∑
k1=−∞
∞∑
k2=−∞
∞∑
k3=−∞
.
ß ðàññìàòðèâàþ ñîáûòèÿ, ïîä÷èíÿþùèåñÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: ñóùåñòâóåò
êðîøå÷íîå âåùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî h òàêîå, ÷òî åñëè |xr | ≥ πh (r ∈{1, 2, 3}), òî
ϕj (t,x) = 0.
Ïóñòü (V ) - îáëàñòü, äëÿ êîòîðîé: x ∈ (V ), åñëè è òîëüêî åñëè |xr| ≤ πh äëÿ
r ∈ {1, 2, 3}. Òî åñòü:
∫
(V )
d3x =
∫ π
h
−π
h
dx1
∫ π
h
−π
h
dx2
∫ π
h
−π
h
dx3.
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Ïóñòü j ∈ {1, 2, 3, 4}, k ∈ {1, 2, 3, 4}
Åñëè
ςw,p (t,x)
def
= exp (ih (wt− px)) ,
òî ðÿä Ôóðüå äëÿ ϕj (t,x) èìååò ñëåäóþùóþ îðìó:
ϕj (t,x) =
∑
w,p
cj,w,pςw,p (t,x) .
Îáîçíà÷èì: ϕj,w,p (t,x)
def
= cj,w,pςw,p (t,x).
Ïóñòü 〈t,x〉 - êàêàÿ íèáóäü ïðîñòðàíñòâåííî- âðåìåííàÿ òî÷êà.
Îáîçíà÷èì
Ak
def
= ϕk,w,p|〈t,x〉
- çíà÷åíèå óíêöèè ϕk,w,p â ýòîé òî÷êå,
à
Cj
def
=
(
∂tϕj,w,p −
4∑
s=1
3∑
α=1
β
[α]
j,s∂αϕs,w,p
)
|〈t,x〉
- çíà÷åíèå Ôóíêöèè
(
∂tϕj,w,p −
∑4
s=1
∑3
α=1 β
[α]
j,s∂αϕs,w,p
)
.
Çäåñü Ak è Cj - êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ïîýòîìó ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:
{ ∑4
k=1 zj,k,w,pAk = Cj ,
z∗j,k,w,p = −zk,j,w,p
∣∣∣∣ (112)
ïðåäñòàâëÿåò ñèñòåìó èç 20 àëãåáðàè÷åñêèõ êîìïëåêñíûõ óðàâíåíèé ñ 16
êîìïëåêñíûìè íåèçâåñòíûìè zk,j,w,p. Ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â
ñèñòåìó èç 8 ëèíåéíûõ âåùåñòâåííûõ óðàâíåíèé ñ 16 âåùåñòâåííûìè íåèçâåñòíûìè
xs,k
def
= Re (zs,k,w,p) äëÿ s < k è ys,k
def
= Im (zs,k,w,p) äëÿ s ≤ k:
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
−y1,1b1 + x1,2a2 − y1,2b2 + x1,3a3 − y1,3b3 + x1,4a4 − y1,4b4
= −hwb1 − hp3b1 − hp1b2 + hp2a2,
y1,1a1 + x1,2b2 + y1,2a2 + x1,3b3 + y1,3a3 + x1,4b4 + y1,4a4
= hwa1 + hp3a1 + hp1a2 + hp2b2,
−x1,2a1 − y1,2b1 − y2,2b2 + x2,3a3 − y2,3b3 + x2,4a4 − y2,4b4
= −hwb2 − hp1b1 − hp2a1 + hp3b2,
−x1,2b1 + y1,2a1 + y2,2a2 + x2,3b3 + y2,3a3 + x2,4b4 + y2,4a4
= hwa2 + hp1a1 − hp2b1 − hp3a2,
−x1,3a1 − y1,3b1 − x2,3a2 − y2,3b2 − y3,3b3 + x3,4a4 − y3,4b4
= −hwb3 + hp3b3 + hp1b4 − hp2a4,
−x1,3b1 + y1,3a1 − x2,3b2 + y2,3a2 + y3,3a3 + x3,4b4 + y3,4a4
= hwa3 − hp3a3 − hp1a4 − hp2b4,
−x1,4a1 − y1,4b1 − x2,4a2 − y2,4b2 − x3,4a3 − y3,4b3 − y4,4b4
= −hwb4 + hp1b3 + hp2a3 − hp3b4,
−x1,4b1 + y1,4a1 − x2,4b2 + y2,4a2 − x3,4b3 + y3,4a3 + y4,4a4
= hwa4 − hp1a3 + hp2b3 + hp3a4;
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(çäåñü ak = ReAk è bk = ImAk.)
Ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà-Êàïåëëè. Ïîýòîìó â êàæäîé
òî÷êå 〈t,x〉 ñóùåñòâóåò òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî zj,k,w,p|〈t,x〉.
Ïóñòü κw,p - ëèíåéíûå îïåðàòîðû íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, íàòÿíóòîì íà
áàçèñ èç óíêöèé ςw,p (t,x), òàêèå, ÷òî
κw,pςw′,p′
def
=
{
ςw′,p′ , if w = w
′
, p = p′;
0, if w 6= w′èëè/è p 6= p′ .
∣∣∣∣
Ïóñòü Qj,k - îïåðàòîð òàêîé, ÷òî â êàæäîé òî÷êå 〈t,x〉:
Qj,k|〈t,x〉 def=
∑
w,p
(
zj,k,w,p|〈t,x〉
)
κw,p
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîé óíêöèè ϕj ñóùåñòâóåò îïåðàòîð Qj,k òàêîé, ÷òî
çàâèñèìîñòü ϕj îò t îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì äèåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì
2
:
∂tϕj =
4∑
k=1
(
β
[1]
j,k∂1 + β
[2]
j,k∂2 + β
[3]
j,k∂3 +Qj,k
)
ϕk. (113)
è Q∗j,k =
∑
w,p
(
z∗j,k,w,p|〈t,x〉
)
κw,p = −Qk,j.
2
Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîõîæà íà óðàâíåíèå Äèðàêà ñ ìàññîâîé ìàòðèöåé [20℄, [21℄, [22℄. ß
âûáðàë òàêóþ îðìó ýòîé ñèñòåìû äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàçèòü ïîâåäåíèå ρA (t,x) ñïèíîðàìè è
ýëåìåíòàìè Êëèîðäîâà ìíîæåñòâà.
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Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè
Ĥj,k
def
= i
(
β
[1]
j,k∂1 + β
[2]
j,k∂2 + β
[3]
j,k∂3 +Qj,k
)
,
òî Ĥ íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì äâèæåíèÿ ñ óðàâíåíèåì (113).
Ïóñòü H - íåêîòîðîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, íà ýëåìåíòàõ êîòîðîãî
îïðåäåëåíû ëèíåéíûå îïåðàòîðû ψs (x) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. H ñîäåðæèò ýëåìåíò Φ0 òàêîé, ÷òî:
Φ†0Φ0 = 1,
è
ψsΦ0 = 0, Φ
†
0ψ
†
s = 0;
2.7.1.
ψs (x)ψs (x) = 0,
è
ψ†s (x)ψ
†
s (x) = 0;
3.
{
ψ†s′ (y) , ψs (x)
}
Def
=
Def
= ψ†s′ (y)ψs (x) + ψs (x)ψ
†
s′ (y) = δ (y − x) δs′,s
(114)
Ïóñòü:
Ψ(t,x)
def
=
4∑
s=1
ϕs (t,x)ψ
†
s (x) Φ0 (115)
Èç (114):
Ψ† (t,x′)Ψ (t,x) =
4∑
s=1
ϕ∗s (t,x
′)ϕs (t,x) δ (x′ − x) .
Òî åñòü èç (110):
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∫
dx′ ·Ψ† (t,x′)Ψ (t,x) = ρA (t,x) .
Îïåðàòîð H, îïðåäåëåííûé êàê:
H (t,x) def=
4∑
s=1
ψ†s (x)
4∑
k=1
Ĥs,k (t,x)ψk (x) (116)
íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ãàìèëüòîíèàíà Ĥ .
Èç (115):
−i
∫
d3x · H (t,x) Ψ (t,x0) = ∂tΨ(t,x0) .
Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü ãàìèëüòîíèàíà îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå ïî âðåìåíè
âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A â ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êå x0.
ß íàçûâàþ îïåðàòîð ψ† (x) îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ, à ψ (x) - îïåðàòîðîì
óíè÷òîæåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A â òî÷êå x. Îïåðàòîð ψ† (x) íå ÿâëÿåòñÿ
îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ ÷àñòèöû â òî÷êå x, íî ýòîò îïåðàòîð èçìåíÿåò âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ A â ýòîé òî÷êå. Àíàëîãè÷íî - äëÿ ψ (x).
Ìàòðè÷íàÿ îðìà îðìóëû (113) èìååò ñëåäóþùèé âèä:
∂tϕ =
(
β[1]∂1 + β
[2]∂2 + β
[3]∂3 + Q̂
)
ϕ, (117)
ñ
ϕ =

ϕ1
ϕ2
ϕ3
ϕ4

è
Q̂ =

iϑ1,1 iϑ1,2 −̟1,2 iϑ1,3 −̟1,3 iϑ1,4 −̟1,4
iϑ1,2 +̟1,2 iϑ2,2 iϑ2,3 −̟2,3 iϑ2,4 −̟2,4
iϑ1,3 +̟1,3 iϑ2,3 +̟2,3 iϑ3,3 iϑ3,4 −̟3,4
iϑ1,4 +̟1,4 iϑ2,4 +̟2,4 iϑ3,4 +̟3,4 iϑ4,4

ñ ̟s,k = Re (Qs,k) è ϑs,k = Im (Qs,k).
Ïóñòü Θ0, Θ3, Υ0 è Υ3 - ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé:
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
−Θ0 +Θ3 −Υ0 +Υ3= ϑ1,1;
−Θ0 −Θ3 −Υ0 −Υ3= ϑ2,2;
−Θ0 −Θ3 +Υ0 +Υ3= ϑ3,3;
−Θ0 +Θ3 +Υ0 − Υ3= ϑ4,4
∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
 Θ1, Υ1, Θ2, Υ2, M0, M4, M1,0, M1,4, M2,0, M2,4, M3,0, M3,4 - ðåøåíèÿ
ñëåäóþùèõ ñèñòåì:
{
Θ1 +Υ1= ϑ1,2;
−Θ1 +Υ1= ϑ3,4;
∣∣∣∣
{ −Θ2 −Υ2= ̟1,2;
Θ2 −Υ2= ̟3,4;
∣∣∣∣
{
M0 +M3,0= ϑ1,3;
M0 −M3,0= ϑ2,4;
∣∣∣∣
{
M4 +M3,4= ̟1,3;
M4 −M3,4= ̟2,4;
∣∣∣∣
{
M1,0 −M2,4= ϑ1,4;
M1,0 +M2,4= ϑ2,3;
∣∣∣∣
{
M1,4 −M2,0= ̟1,4;
M1,4 +M2,0= ̟2,3
∣∣∣∣ .
Èç (117):
(
∂t + iΘ0 + iΥ0γ
[5]
)
ϕ =
=

∑3
k=1 β
[k]
(
∂k + iΘk + iΥkγ
[5]
)
+ iM0γ
[0] + iM4β
[4]
−iM1,0γ[0]ζ − iM1,4ζ [4]−
−iM2,0γ[0]η − iM2,4η[4]−
−iM3,0γ[0]θ − iM3,4θ[4]
ϕ (118)
ñ
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γ[5]
def
=
[
12 02
02 −12
]
.
Çäåñü ñëàãàåìûå
−iM1,0γ[0]ζ − iM1,4ζ [4]−
−iM2,0γ[0]η − iM2,4η[4]−
−iM3,0γ[0]θ − iM3,4θ[4]
ñîäåðæàò ýëåìåíòû öâåòíûõ ïåíòàä, à
3∑
k=1
β[k]
(
∂k + iΘk + iΥkγ
[5]
)
+ iM0γ
[0] + iM4β
[4]
ñîäåðæèò òîëüêî ýëåìåíòû ëåãêîé ïåíòàäû. ß íàçûâàþ ñóììó
Ĥl
def
=
3∑
k=1
β[k]
(
i∂k −Θk −Υkγ[5]
)
−M0γ[0] −M4β[4] (119)
ëåïòîíííûì (3 í) ãàìèëüòîíèàíîì.
5.2 Âðàùåíèÿ ñèñòåìû x5Ox4 è B-áîçîíí
Åñëè îïðåäåëèòü (110):
ϕ†γ[0]ϕ
def
= −jA,0 è ϕ†β[4]ϕ def= −jA,4,
è (111):
ρAuA,4
def
= jA,4 è ρAuA,5
def
= jA,5, (120)
òî
−uA,5 = sin 2 ∗α
(
sin
∗
β sin
∗
χ cos
(
− ∗θ + ∗υ
)
+ cos
∗
β cos
∗
χ cos
(∗
γ − ∗λ
))
,
−uA,4 = sin 2 ∗α
(
− sin
∗
β sin
∗
χ sin
(
− ∗θ + ∗υ
)
+ cos
∗
β cos
∗
χ sin
(∗
γ − ∗λ
))
.
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Ïîýòîìó èç (109):
u2A,1 + u
2
A,2 + u
2
A,3 + u
2
A,4 + u
2
A,5 = 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, òîëüêî âñå ïÿòü ýëåìåíòîâ êëèîðäîâîé ïåíòàäû äàþò
ïîëíûé íàáîð êîìïîíåíò ñêîðîñòè. Ïîâèäèìîìó ñòîèò ê íàøèì òðåì ïðîñòðàíñò-
âåííûì êîîðäèíàòàì x1, x2, x3 äîáàâèòü åùå äâå êâàçèïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíà-
òû x5 è x4. Ýòè äîïîëíèòåëüíûå êîîðäèíàòû ìîãóò áûòü âûáðàíû òàêèìè, ÷òîáû
−π
h
≤ x5 ≤ π
h
,−π
h
≤ x4 ≤ π
h
.
x4 è x5 íå ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè êàêèõ-íèáóäü ñîáûòèé. Ïîýòîìó íàøè
ïðèáîðû íå îáíàðóæèâàþò èõ êàê ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû.
Ïóñòü:
ϕ˜ (t, x1, x2, x3, x5, x4)
def
= ϕ (t, x1, x2, x3) ·
· (exp (−i (x5M0 (t, x1, x2, x3) + x4M4 (t, x1, x2, x3)))) .
Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñ ëåïòîíííûì ãàìèëüòîíèàíîì (119) èìååò
ñëåäóþùèé âèä:
(
3∑
µ=0
β[µ]
(
i∂µ −Θµ −Υµγ[5]
)
+ γ[0]i∂5 + β
[4]i∂4
)
ϕ˜ = 0. (121)
Ïóñòü g1 - íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, è äëÿ µ ∈ {0, 1, 2, 3}:
Fµ è Bµ ïðåäñòàâëÿåò ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé:{ −0.5g1Bµ + Fµ= −Θµ −Υµ,;
−g1Bµ + Fµ= −Θµ +Υµ.
∣∣∣∣
Ìàòðèöó çàðÿäà îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Y
Def
= −
[
12 02
02 2 · 12
]
.
Ñëåäîâàòåëüíî, èç (121):
(
3∑
µ=0
β[µ] (i∂µ + Fµ + 0.5g1Y Bµ) + γ
[0]i∂5 + β
[4]i∂4
)
ϕ˜ = 0. (122)
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Ïóñòü χ (t, x1, x2, x3) - âåùåñòâåííàÿ óíêöèÿ, è:
U˜ (χ)
def
=
[
exp
(
iχ2
)
12 02
02 exp (iχ) 12
]
. (123)
Òàê êàê
∂µU˜ = −i∂µχ
2
Y U˜
è
U˜ †γ[0]U˜ = γ[0] cos
χ
2
+ β[4] sin
χ
2
,
U˜ †β[4]U˜ = β[4] cos
χ
2
− γ[0] sin χ
2
,
U˜ †U˜ = 14,
U˜ †Y U˜ = Y ,
β[k]U˜ = U˜β[k]
äëÿ k ∈ {1, 2, 3},
òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (122) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùåãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ (ïîâîðîòû x4Ox5):
x4 → x′4 = x4 cos
χ
2
− x5 sin χ
2
;
x5 → x′5 = x5 cos
χ
2
+ x4 sin
χ
2
;
xµ → x′µ = xµ äëÿ µ ∈ {0, 1, 2, 3} ;
Y → Y ′ = U˜ †Y U˜ = Y ; (124)
ϕ˜→ ϕ˜′ = U˜ ϕ˜,
Bµ → B′µ = Bµ −
1
g1
∂µχ,
Fµ → F ′µ = Fµ.
Ñëåäîâàòåëüíî, Bµ ïîäîáíî B-áîçîííîìó ïîëþ Ñòàíäàðòíîé Ìîäåëè. ß
íàçûâàþ ýòî ïîëå B-áîçîíííûì.
5.3 Ìàññû
Ïóñòü ǫµ (µ ∈ {1, 2, 3, 4}) - áàçèñ, â êîòîðîì ëåãêàÿ ïåíòàäà èìååò îðìó (106).
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Ñïèíîðíûå óíêöèè òèïà
h
2π
exp (−ih (sx4 + nx5)) ǫk
ñ öåëûìè n è s îáðàçóþò îðòíîðìèðîâàííûé áàçè íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà ℑ ñî ñëåäóþùèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì:
ϕ˜ ∗ χ˜ def=
∫ π
h
−π
h
dx5
∫ π
h
−π
h
dx4 ·
(
ϕ˜† · χ˜) . (125)
Â ýòîì ñëó÷àå èç (110):
ϕ˜ ∗ β[µ]ϕ˜ = −jA,µ (126)
äëÿ µ ∈ {0, 1, 2, 3}.
àìèëüòîíèàí íàçûâàåì ïëàíêîâûì ãàìèëüòîíèàíîì, åñëè ñóùåñòâóþò óí-
êöèè Nϑ (t, x1, x2, x3) è N̟ (t, x1, x2, x3), èìåþùèå îáëàñòü çíà÷åíèé â ìíîæåñòâå
öåëûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ:
M0 = Nϑh è M4 = N̟h.
Â ýòîì ñëó÷àå ðÿä Ôóðüå äëÿ ϕ˜ èìååò ñëåäóþùèé âèä:
ϕ˜ (t, x1, x2, x3, x5, x4) =
= ϕ (t, x1, x2, x3) ·
·∑n,s δ−n,Nϑ(t,x)δ−s,N̟(t,x) exp (−ih (nx5 + sx4)) ,
ãäå:
δ−n,Nϑ =
h
2π
∫ π
h
−π
h
exp (ih (nx5)) exp (iNϑhx5) dx5 =
sin (π (n+Nϑ))
π (n+Nϑ)
,
δ−s,N̟ =
h
2π
∫ π
h
−π
h
exp (ih (sx4)) exp (iN̟hx4) dx4 =
sin (π (s+N̟))
π (s+N̟)
ñ öåëûìè n è s.
Åñëè îáîçíà÷èòü:
φ (t,x,−n,−s) Def= ϕ (t,x) δn,Nϑ(t,x)δs,N̟(t,x),
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òî
ϕ˜ (t,x, x5, x4) =
=
∑
n,s φ (t,x, n, s) exp (−ih (nx5 + sx4)) . (127)
Öåëûå ÷èñëà n è s íàçûâàþòñÿ ìàññîâûìè ÷èñëàìè.
Èç ñâîéñòâ óíêöèè δ: â êàæäîé òî÷êå 〈t,x〉: ëèáî
ϕ˜ (t,x, x5, x4) = 0,
ëèáî öåëûå ÷èñëà n0 è s0 ñóùåñòâóþò, äëÿ êîòîðûõ:
ϕ˜ (t,x, x5, x4) =
= φ (t,x, n0, s0) exp (−ih (n0x5 + s0x4)) . (128)
Çäåñü åñëè
m0
Def
=
√
n20 + s
2
0
òî
m
Def
= hm0
íàçûâàåòñÿ ìàññîé óíêöèè ϕ˜.
Òî åñòü äëÿ êàæäîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè: ëèáî ýòà òî÷êà ïóñòàÿ, ëèáî
â ýòîé òî÷êå ïîìåùàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ ìàññà.
Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (122) ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (124) ïðèíèìàåò ñëåäóþùóþ
îðìó:
∑
n′,s′
(∑3
µ=0 β
[µ]
(
i∂µ + Fµ + 0.5g1Y Bµγ
[5]
)
+ γ[0]i∂′5 + β
[4]i∂′4
)
·
· exp (−ih (n′x5 + s′x4)) U˜φ = 0
ñ:
n′ = n cos χ2 − s sin χ2 ,
s′ = n sin χ2 + s cos
χ
2 .
Íî s è n ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè, è s′ è n′ äîëæíû îñòàâàòüñÿ òîæå öåëûìè.
Òðîéêà 〈λ;n, s〉 öåëûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ïèàãîðîâîé òðîéêîé [7℄, åñëè
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λ2 = n2 + s2.
Ïóñòü ε - ìàëåíüêîå ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Öåëîå ÷èñëî λ
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî-îòåö ñ òî÷íîñòüþ ε åñëè äëÿ êàæäîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà χ è
äëÿ êàæäîé ïèàãîðîâîé òðîéêè 〈λ;n, s〉: ñóùåñòâóåò ïèàãîðîâà òðîéêà 〈λ;n′, s′〉,
äëÿ êîòîðîé: ∣∣−s sin χ2 + n cos χ2 − n′∣∣ < ε,∣∣s cos χ2 + n sin χ2 − s′∣∣ < ε.
Äëÿ ëþáîãî ε: ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷èñåë-îòöîâ ñ òî÷íîñòüþ ε.
5.4 Îäíîìàññîâûå ñîñòîÿíèÿ, ÷àñòèöû è
àíòè÷àñòèöû
Ïóñòü (127):
ϕ˜ (t,x, x5, x4) = exp (−ihnx5)
4∑
k=1
φk (t,x, n, 0) ǫk.
Â ýòîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàí èìååò ñëåäóþùèé âèä (èç 122):
Ĥ =
3∑
k=1
β[k]i∂k + hnγ
[0] + Ĝ
ñ
Ĝ
Def
=
3∑
µ=0
β[µ] (Fµ + 0.5g1Y Bµ) .
Åñëè
Ĥ0
Def
=
3∑
k=1
β[k]i∂k + hnγ
[0]
, (129)
òî óíêöèè
u1 (k) exp (−ihkx) è u2 (k) exp (−ihkx)
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ñu1 (k)
Def
=
1
2
√
ω (k) (ω (k) + n)

ω (k) + n+ k3
k1 + ik2
ω (k) + n− k3
−k1 − ik2

è
u2 (k)
Def
=
1
2
√
ω (k) (ω (k) + n)

k1 − ik2
ω (k) + n− k3
−k1 + ik2
ω (k) + n+ k3

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè äëÿ Ĥ0 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ω (k)
Def
=√
k2 + n2, à óíêöèè
u3 (k) exp (−ihkx) è u4 (k) exp (−ihkx)
ñ
u3 (k)
Def
=
1
2
√
ω (k) (ω (k) + n)

−ω (k)− n+ k3
k1 + ik2
ω (k) + n+ k3
k1 + ik2

è
u4 (k)
Def
=
1
2
√
ω (k) (ω (k) + n)

k1 − ik2
−ω (k)− n− k3
k1 − ik2
ω (k) + n− k3

- ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè äëÿ Ĥ0 ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè −ω (k).
Çäåñü uµ (k) îðìèðóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå, íàòÿíóòîì
íà âåêòîðû ǫµ.
Ïóñòü:
br,k
Def
=
(
h
2π
)3 4∑
j′=1
∫
(V )
d3x′ · eihkx′u∗r,j′ (k)ψj′ (x′) .
Â ýòîì ñëó÷àå òàê êàê
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4∑
r=1
u∗r,j (k)ur,j′ (k) = δj,j′ ,
òî
ψj (x) =
∑
k
e−ihkx
4∑
r=1
br,kur,j (k) (130)
è
{
b†s,k′ , br,k
}
=
(
h
2π
)3
δs,rδk,k′,{
b†s,k′ , b
†
r,k
}
= 0 = {bs,k′ , br,k} ,
br,kΦ0 = 0.
(131)
Ïëîòíîñòü ãàìèëüòîíèàíà (116) äëÿ Ĥ0 èìååò âèä:
H0 (x) =
4∑
j=1
ψ†j (x)
4∑
k=1
Ĥ0,j,kψk (x) .
Ñëåäîâàòåëüíî, èç (130):
∫
(V )
d3x · H0 (x) =
(
2π
h
)3∑
k
hω (k) ·
(
2∑
r=1
b†r,kbr,k −
4∑
r=3
b†r,kbr,k
)
.
Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ϕ èìååò âèä:
ϕj (t,x) =
∑
p
4∑
r=1
cr (t,p)ur,j (p) e
−ihpx
ñ
cr (t,p)
Def
=
(
h
2π
)3 4∑
j′=1
∫
(V )
d3x′ · u∗r,j′ (p)ϕj′ (t,x′) eihpx
′
ß íàçûâàþ óíêöèþ ϕj (t,x) îáû÷íîé, åñëè ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî K,
äëÿ êîòîðîãî:
åñëè |p1| > K èëè/è |p2| > K èëè/è |p3| > K, òî cr (t,p) = 0.
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Â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷àåì:
∑
p∈Ξ
Def
=
L∑
p1=−L
L∑
p2=−L
L∑
p3=−L
.
Åñëè ϕj (t,x) - îáû÷íûå óíêöèè, òî
ϕj (t,x) =
∑
p∈Ξ
4∑
r=1
cr (t,p) ur,j (p) e
−ihpx
.
Ñëåäîâàòåëüíî, èç (115):
Ψ(t,x) =
∑
p
4∑
r=1
∑
k
4∑
r′=1
cr (t,p) e
ih(k−p)x
4∑
j=1
u∗r′,j (k)ur,j (p) b
†
r′,kΦ0
è
∫
(V )
d3x ·Ψ(t,x) =
(
2π
h
)3∑
p
4∑
r=1
cr (t,p) b
†
r,pΦ0.
Åñëè îáîçíà÷èòü:
Ψ˜ (t,p)
Def
=
(
2π
h
)3 4∑
r=1
cr (t,p) b
†
r,pΦ0,
òî ∫
(V )
d3x ·Ψ(t,x) =
∑
p
Ψ˜ (t,p)
è
H0Ψ˜ (t,p) =
(
2π
h
)3∑
k
hω (k) ·
(
2∑
r=1
cr (t,k) b
†
r,kΦ0 −
4∑
r=3
cr (t,k) b
†
r,kΦ0
)
.
Íà ìíîæåñòâå îáû÷íûõ óíêöèé H0 ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó:
Ξ
H0
Def
=
(
2π
h
)3∑
k∈Ξ
hω (k) ·
(
2∑
r=1
b†r,kbr,k −
4∑
r=3
b†r,kbr,k
)
.
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Òàê êàê (èç (131))
b†r,kbr,k =
(
h
2π
)3
− br,kb†r,k,
òî
Ξ
H0=
(
2π
h
)3∑
k∈Ξ
hω (k)
(
2∑
r=1
b†r,kbr,k +
4∑
r=3
br,kb
†
r,k
)
− h
∑
k∈Ξ
ω (k) . (132)
Ïóñòü:
v(1) (k)
Def
= γ[0]u3 (k) ,
v(2) (k)
Def
= γ[0]u4 (k) ,
u(1) (k)
Def
= u1 (k) ,
u(2) (k)
Def
= u2 (k) .
(133)
è ïóñòü:
d1 (k)
Def
= −b†3 (−k) ,
d2 (k)
Def
= −b†4 (−k) .
Â ýòîì ñëó÷àå:
ψj (x) =
∑
k
2∑
α=1
(
e−ihkxbα,ku(α),j (k) + eihkxd
†
α,kv(α),j (k)
)
è èç (132) Wik-óïîðÿäî÷åííûé ãàìèëüòîíèàí èìååò ñëåäóþùóþ îðìó:
:
Ξ
H0:=
(
2π
h
)3
h
∑
k∈Ξ
ω (k)
2∑
α=1
(
b†α,kbα,k + d
†
α,kdα,k
)
.
Çäåñü b†α,k - îïåðàòîð ðîæäåíèÿ, à bα,k - îïåðåòîð óíè÷òîæåíèÿ n-ëåïòîííà ñ
èìïóëüñîì k è ñïèíîâûì èíäåêñîì α; d†α,k - îïåðàòîð ðîæäåíèÿ, à dα,k - îïåðåòîð
óíè÷òîæåíèÿ àíòè-n-ëåïòîííà ñ èìïóëüñîì k è ñïèíîâûì èíäåêñîì α.
Ôóíêöèè:
u(1) (k) exp (−ihkx) è u(2) (k) exp (−ihkx)
íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè n-ëåïòîííûìè óíêöèÿìè ñ èìïóëüñîì k, è
v(1) (k) exp (ihkx) èv(2) (k) exp (ihkx)
íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè àíòè-n-ëåïòîííûìè óíêöèÿìè ñ èìïóëüñîì k.
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5.5 Äâóõìàññîâîå ñîñòîÿíèå [23℄, [24℄
àññìàòðèâàåì ïîäïðîñòðàíñòâî ℑ ïðîñòðàíñòâà ℑ, íàòÿíóòîå íà ñëåäóþùèé
ïîäáàçèñ:
 =
〈 h2π exp (−ih (s0x4)) ǫ1, h2π exp (−ih (s0x4)) ǫ2,
h
2π exp (−ih (s0x4)) ǫ3, h2π exp (−ih (s0x4)) ǫ4,
h
2π exp (−ih (n0x5)) ǫ1, h2π exp (−ih (n0x5)) ǫ2,
h
2π exp (−ih (n0x5)) ǫ3, h2π exp (−ih (n0x5)) ǫ4
〉
ñ íåêîòîðûìè íàòóðàëüíûìè s0 è n0.
Ïóñòü U - êàêîå-íèáóäü ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå â ïðîñòðàíñòâå ℑ òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ϕ˜ : åñëè ϕ˜ ∈ ℑ, òî
− (Uϕ˜)† ∗ β[µ] (Uϕ˜) = jA,µ (134)
äëÿ µ ∈ {0, 1, 2, 3} (126).
Â ýòîì ñëó÷àå:
U †β[µ]U = β[µ]. 3
Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ U ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå óíêöèè
χ (t,x), α (t,x), a (t,x), b (t,x), c (t,x), q (t,x), u (t,x), v (t,x), k (t,x), s (t,x) òàêèå,
÷òî
U = exp (iα) U˜ (χ)U (−)U (+);
çäåñü U˜ (χ) îïðåäåëÿåòñÿ îðìóëîé (123), à U (−) è U (+) èìåþò ñëåäóþùóþ
ìàòðè÷íóþ îðìó â áàçèñå :
U (−) (t,x) = S (a (t,x) , b (t,x) , c (t,x) , q (t,x))
3
ß ïðèìåíÿþ ñëåäóþùåå ïðàâèëî äåéñòâèé: åñëè Vk,s è β - 4× 4-ìàòðèöû, è
V
def
=
[
V1,1 V1,2
V2,1 V2,2
]
,
òî
βV
def
=
[
βV1,1 βV1,2
βV2,1 βV2,2
]
è
V β
def
=
[
V1,1β V1,2β
V2,1β V2,2β
]
.
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ña2 (t,x) + b2 (t,x) + c2 (t,x) + q2 (t,x) = 1
è ñ
S (a, b, c, q)
def
=

(a+ ib) 12 02 (c+ iq) 12 02
02 12 02 02
(−c+ iq) 12 02 (a− ib) 12 02
02 02 02 12
 ,
è
U (+) (t,x) = R (u (t,x) , v (t,x) , k (t,x) , s (t,x)) (135)
ñ
u2 (t,x) + v2 (t,x) + k2 (t,x) + s2 (t,x) = 1
è ñ
R(u, v, k, s)
def
=

12 02 02 02
02 (u+ iv) 12 02 (k + is) 12
02 02 12 02
02 (−k + is) 12 02 (u− iv) 12
 . (136)
U (+) ñîîòâåòñòâóåò àíòèëåïòîííàì, ò.ê. R = Sγ[5] (133).
àññìàòðèâàåì U (−).
Ïóñòü:
ℓ◦
def
= ı◦ (a, b, q, c) , ℓ∗
def
= ı∗ (a, b, q, c)
ñ
ı◦ (a, b, q, c)
def
=
1
2
√
(1− a2)
 (b+√(1− a2)) 14 (q − ic) 14
(q + ic) 14
(√
(1− a2)− b
)
14

è
ı∗ (a, b, q, c)
def
=
1
2
√
(1− a2)
 (√(1− a2)− b) 14 (−q + ic) 14
(−q − ic) 14
(
b+
√
(1− a2)
)
14

.
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Ýòè îïåðàòîðû ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
ℓ◦ℓ◦ = ℓ◦, ℓ∗ℓ∗ = ℓ∗;
ℓ◦ℓ∗ = 0 = ℓ∗ℓ◦,
(ℓ◦ − ℓ∗) (ℓ◦ − ℓ∗) = 18,
ℓ◦ + ℓ∗ = 18,
ℓ◦γ[0] = γ[0]ℓ◦, ℓ∗γ[0] = γ[0]ℓ∗,
ℓ◦β[4] = β[4]ℓ◦, ℓ∗β[4] = β[4]ℓ∗
è
U (−)†γ[0]U (−) = aγ[0] − (ℓ◦ − ℓ∗)
√
1− a2β[4],
U (−)†β[4]U (−) = aβ[4] + (ℓ◦ − ℓ∗)
√
1− a2γ[0]. (137)
Èç (122): ëåïòîííîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä:
(
3∑
µ=0
β[µ] (i∂µ + Fµ + 0.5g1Y Bµ) + γ
[0]i∂5 + β
[4]i∂4
)
U (−)†U (−)ϕ˜ = 0.
Åñëè
∂kU
(−)† = U (−)†∂k (138)
äëÿ k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}, òî
(
U (−)†i
∑3
µ=0 β
[µ] (i∂µ + Fµ + 0.5g1Y Bµ)
+γ[0]U (−)†i∂5 + β[4]U (−)†i∂4
)
U (−)ϕ˜ = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, èç (137):
U (−)†
 ∑3µ=0 β[µ] (i∂µ + Fµ + 0.5g1Y Bµ)+γ[0]i (a∂5 − (ℓ◦ − ℓ∗)√1− a2∂4)
+β[4]i
(√
1− a2 (ℓ◦ − ℓ∗) ∂5 + a∂4
)
U (−)ϕ˜ = 0.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáîçíà÷èòü:
x′4 = (ℓ◦ + ℓ∗) ax4 + (ℓ◦ − ℓ∗)
√
1− a2x5
x′5 = (ℓ◦ + ℓ∗) ax5 − (ℓ◦ − ℓ∗)
√
1− a2x4,
òî
93
(
3∑
µ=0
β[µ] (i∂µ + Fµ + 0.5g1Y Bµ) +
(
γ[0]i∂′5 + β
[4]i∂′4
))
ϕ˜′ = 0. (139)
ñ
ϕ˜′ = U (−)ϕ˜.
Òî åñòü ëåïòîííûé ãàìèëüòîíèàí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùåãî ãëî-
áàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:
ϕ˜→ ϕ˜′ = U (−)ϕ˜,
x4 → x′4 = (ℓ◦ + ℓ∗) ax4 + (ℓ◦ − ℓ∗)
√
1− a2x5, (140)
x5 → x′5 = (ℓ◦ + ℓ∗) ax5 − (ℓ◦ − ℓ∗)
√
1− a2x4,
xµ → x′µ = xµ.
5.5.1 Íåéòðèííî
Ïóñòü:
ϕ˜ (t,x, x5, x4) =
= exp (−ihs0x4)
∑4
r=1 φ4,r (t,x, 0, s0) ǫr + exp (−ihn0x5)
∑4
r=1 φ5,r (t,x, n0, 0) ǫr
è
Ĥ0,4
Def.
=
∑3
r=1 β
[r]i∂r + h
(
n0γ
[0]κ◦n0,0 + s0β
[4]κ◦0,s0
)
.
8-âåêòîðû â áàçèñå :
u1 (k)
Def
=
1
2
√
ω (k) (ω (k) + n0)

0
0
0
0
ω (k) + n0 + k3
k1 + ik2
ω (k) + n0 − k3
−k1 − ik2

è
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u2 (k)
Def
=
1
2
√
ω (k) (ω (k) + n0)

0
0
0
0
k1 − ik2
ω (k) + n0 − k3
−k1 + ik2
ω (k) + n0 + k3

ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûì âåêòîðàì äëÿ Ĥ0,4 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ω (k) =√
k2 + n20, à 8-âåêòîðû
u3 (k)
Def
=
1
2
√
ω (k) (ω (k) + n0)

0
0
0
0
−ω (k)− n0 + k3
k1 + ik2
ω (k) + n0 + k3
k1 + ik2

è
u4 (k)
Def
=
1
2
√
ω (k) (ω (k) + n0)

0
0
0
0
k1 − ik2
−ω (k)− n0 − k3
k1 − ik2
ω (k) + n0 − k3

ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûì âåêòîðàì äëÿ Ĥ0,4 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì−ω (k).
Ïóñòü
Ĥ ′0,4
Def
= U (−)Ĥ0,4U (−)†,
u′µ (k)
Def
= U (−)uµ (k) .
Òî åñòü
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u′1 (k) =
1
2
√
ω (k) (ω (k) + n)

(c+ iq) (ω (k) + n0 + k3)
(c+ iq) (k1 + ik2)
0
0
(a− ib) (ω (k) + n0 + k3)
(a− ib) (k1 + ik2)
ω (k) + n0 − k3
−k1 − ik2

,
u′2 (k) =
1
2
√
ω (k) (ω (k) + n0)

(c+ iq) (k1 − ik2)
(c+ iq) (ω (k) + n0 − k3)
0
0
(a− ib) (k1 − ik2)
(a− ib) (ω (k) + n0 − k3)
−k1 + ik2
ω (k) + n0 + k3

,
u′3 (k) =
1
2
√
ω (k) (ω (k) + n0)

− (c+ iq) (ω (k) + n0 − k3)
(c+ iq) (k1 + ik2)
0
0
− (a− ib) (ω (k) + n0 − k3)
(a− ib) (k1 + ik2)
ω (k) + n0 + k3
k1 + ik2

,
u′4 (k) =
1
2
√
ω (k) (ω (k) + n0)

(c+ iq) (k1 − ik2)
− (c+ iq) (ω (k) + n0 + k3)
0
0
(a− ib) (k1 − ik2)
− (a− ib) (ω (k) + n0 + k3)
k1 − ik2
ω (k) + n0 − k3

.
Çäåñü u′1 (k) è u
′
2 (k) ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûì âåêòîðàì äëÿ Ĥ
′
0,4 ñ ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì ω (k) =
√
k2 + n20, è u
′
3 (k) è u
′
4 (k) ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííûì
âåêòîðàì äëÿ Ĥ0,4 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì −ω (k).
Ïóñòü â (133):
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v(1) (k)
Def
= γ[0]u′3 (k) ,
v(2) (k)
Def
= γ[0]u′4 (k) ,
u(1) (k)
Def
= u′1 (k) ,
u(2) (k)
Def
= u′2 (k) .
Ïîýòîìó,
v(1) (k) =
1
2
√
ω (k) (ω (k) + n0)

0
0
− (c+ iq) (ω (k) + n0 − k3)
(c+ iq) (k1 + ik2)
ω (k) + n0 + k3
k1 + ik2
− (a− ib) (ω (k) + n0 − k3)
(a− ib) (k1 + ik2)

è
v(2) (k) =
1
2
√
ω (k) (ω (k) + n0)

0
0
(c+ iq) (k1 − ik2)
− (c+ iq) (ω (k) + n0 + k3)
k1 − ik2
ω (k) + n0 − k3
(a− ib) (k1 − ik2)
− (a− ib) (ω (k) + n0 + k3)

.
u′(α) (k) íàçûâþåòñÿ áè-n0-ëåïòîííûìè, à v(α) (k) - áè-àíòè-n0-ëåïòîííûìè
áàçèñíûìè âåêòîðàìè ñ èìïóëüñîì k è ñïèíîâûì èíäåêñîì α.
Ñëåäîâàòåëüíî, áè-àíòè-n0-ëåïòîííûå áàçèñíûå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì
äåéñòâèÿ îïåðåòîðà U (+) (135).
Âåêòîðû
ln0,(1) (k) =

(a− ib) (ω (k) + n0 + k3)
(a− ib) (k1 + ik2)
ω (k) + n0 − k3
−k1 − ik2
 è
ln0,(2) (k) =

(a− ib) (k1 − ik2)
(a− ib) (ω (k) + n0 − k3)
−k1 + ik2
ω (k) + n0 + k3

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íàçûâàþòñÿ ëåïòîííûìè êîìïîíåíòàìè áè-n0-ëåïòîííûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ,
à âåêòîðû
νn0,(1) (k) =

ω (k) + n0 + k3
k1 + ik2
0
0
 è νn0,(2) (k) =

k1 − ik2
ω (k) + n0 − k3
0
0

íàçûâàþòñÿ íåéòðèííûìè êîìïîíåíòàìè áè-n0-ëåïòîííûõ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ.
Âåêòîðû
ln0,(1) (k) =

ω (k) + n0 + k3
k1 + ik2
− (a− ib) (ω (k) + n0 − k3)
(a− ib) (k1 + ik2)
 è
ln0,(2) (k) =

k1 − ik2
ω (k) + n0 − k3
(a− ib) (k1 − ik2)
− (a− ib) (ω (k) + n0 + k3)

íàçûâàþòñÿ ëåïòîííûìè êîìïîíåíòàìè àíòè-áè-n0-ëåïòîííûõ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ, à âåêòîðû
νn0,(1) (k) =

0
0
− (ω (k) + n0 − k3)
k1 + ik2
 è νn0,(2) (k) =

0
0
k1 − ik2
− (ω (k) + n0 + k3)

íàçûâàþòñÿ íåéòðèííûìè êîìïîíåíòàìè àíòè-áè-n0-ëåïòîííûõ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ.
5.5.2 Ýëåêòðîñëàáûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ïóñòü (138) íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ k ∈ {0, 1, 2, 3}, è:
K
def
=
3∑
µ=0
β[µ] (Fµ + 0.5g1Y Bµ) . (141)
Â òàêîì ñëó÷àå èç (122) óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïîëó÷àåò òàêóþ îðìó:
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(
K +
3∑
µ=0
β[µ]i∂µ + γ
[0]i∂5 + β
[4]i∂4
)
ϕ˜ = 0. (142)
Ïîýòîìó äëÿ ñëóåäóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:
ϕ˜→ ϕ˜′ def= U (−)ϕ˜,
x4 → x′4 def= (ℓ◦ + ℓ∗) ax4 + (ℓ◦ − ℓ∗)
√
1− a2x5,
x5 → x′5
def
= (ℓ◦ + ℓ∗) ax5 − (ℓ◦ − ℓ∗)
√
1− a2x4, (143)
xµ → x′µ
def
= xµ, äëÿ µ ∈ {0, 1, 2, 3} ,
K → K ′
ñ
∂4U
(−) = U (−)∂4 è ∂5U (−) = U (−)∂5
ýòî óðàâíåíèå èìååò òàêóþ îðìó:
(
U (−)†K ′U (−)+
+
∑3
µ=0 β
[µ]i
(
∂µ + U
(−)† (∂µU (−)))+ γ[0]i∂5 + β[4]i∂4
)
ϕ˜ = 0. (144)
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
K ′ = K − i
3∑
µ=0
β[µ]
(
∂µU
(−)
)
U (−)†, (145)
òî óðàâíåíèå (142) èíâàðèàíòíî äëÿ ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (143).
Ïóñòü g2 - íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Åñëè îáîçíà÷èòü (a, b, c, q èç U (−)):
W 0,µ
def
= − 2
g2q
(
q (∂µa) b− q (∂µb) a+ (∂µc) q2+
+a (∂µa) c+ b (∂µb) c+ c
2 (∂µc)
)
W 1,µ
def
= − 2
g2q
(
(∂µa) a
2 − bq (∂µc) + a (∂µb) b+
+a (∂µc) c+ q
2 (∂µa) + c (∂µb) q
)
W 2,µ
def
= − 2
g2q
(
q (∂µa) c− a (∂µa) b− b2 (∂µb)−
−c (∂µc) b− (∂µb) q2 − (∂µc) qa
)
è
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Wµ
def
=

W 0,µ 12 02
(
W 1,µ − iW 2,µ
)
12 02
02 02 02 02(
W 1,µ + iW
2,
µ
)
12 02 −W 0,µ 12 02
02 02 02 02
 ,
òî
− i
(
∂µU
(−)
)
U (−)† =
1
2
g2Wµ, (146)
è èç (146), (141), (145), (142):
( ∑3
µ=0 β
[µ]i
(
∂µ − i0.5g1BµY − i 12g2Wµ − iFµ
)
+γ[0]i∂′5 + β
[4]i∂′4
)
ϕ˜′ = 0. (147)
Ïóñòü
U ′
def
= S (a′, b′, c′, q′) .
Â ýòîì ñëó÷àå åñëè
U ′′
def
= U ′U (−),
òî ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå óíêöèè a′′ (t,x), b′′ (t,x), c′′ (t,x), q′′ (t,x) òàêèå,
÷òî U ′′ èìååò ïîäîáíóþ îðìó:
U ′′
def
= S (a′′, b′′, c′′, q′′) .
Åñëè
ℓ′′◦
def
= ı◦ (a′′, b′′, q′′, c′′) , ℓ′′∗
def
= ı∗ (a′′, b′′, q′′, c′′) ,
è
ϕ˜→ ϕ˜′′ def= U ′′ϕ˜,
x4 → x′′4
def
= (ℓ′′◦ + ℓ
′′
∗) a
′′x4 + (ℓ′′◦ − ℓ′′∗)
√
1− a′′2x5,
x5 → x′′5 def= (ℓ′′◦ + ℓ′′∗) a′′x5 − (ℓ′′◦ − ℓ′′∗)
√
1− a′′2x4, (148)
xµ → x′′µ
def
= xµ, äëÿ µ ∈ {0, 1, 2, 3} ,
K → K ′′ def=
3∑
µ=0
β[µ]
(
Fµ + 0.5g1Y Bµ +
1
2
g2W
′′
µ
)
,
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òî èç (146):
W ′′µ = −
2i
g2
(
∂µ
(
U ′U (−)
))(
U ′U (−)
)†
.
Ïîýòîìó:
W ′′µ = −
2i
g2
(∂µU
′)U ′† − 2i
g2
U ′
(
∂µU
(−)
)
U (−)†U ′†,
ò.å. èç (146):
W ′′µ = U
′WµU ′† − 2i
g2
(∂µU
′)U ′† (149)
êàê â Ñòàíäàðòíîé Ìîäåëè.
Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ SU(2) ßíã-Ìèëëñà ïîëÿ áåç ìàòåðèè (íàïðèìåð â [25℄ èëè
â [26℄ ) èìååò ñëåäóþùóþ îðìó:
∂νWµν = −g2Wν ×Wµν
ñ:
Wµν = ∂µWν − ∂νWµ + g2Wµ ×Wν
è
Wµ =
 W 0,µW 1,µ
W 2,µ

.
Ïîýòîìó óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ W 0,µ èìååò òàêîé âèä:
∂ν∂νW
0,
µ = g
2
2
(
W 2,νW 2,ν +W
1,νW 1,ν
)
W 0,µ −
−g22
(
W 1,νW 1,µ +W
2,νW 2,µ
)
W 0,ν +
+g2∂
ν
(
W 1,µ W
2,
ν −W 2,µ W 1,ν
)
+
+g2
(
W 1,ν∂µW
2,
ν −W 1,ν∂νW 2,µ −W 2,ν∂µW 1,ν +W 2,ν∂νW 1,µ
)
+
+∂ν∂µW
0,
ν
(150)
ñ g0,0 = 1, g1,1 = g2,2 = g3,3 = −1 (ò.å.: W νWν =W 0W0−W 1W1−W 2W2−W 3W3.
Â êàëèáðîâêå ñ W0 = 0: W
νWν = −
(
W 1W1 +W
2W2 +W
3W3
)
).
W 1,µ è W
2,
µ ïîä÷èíÿþòñÿ òàêèì æå óðàâíåíèÿì.
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Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê ñëåäóþùåìó âèäó:
∂ν∂νW
0,
µ =
[
g22
(
W 2,νW 2,ν +W
1,νW 1,ν +W
0,νW 0,ν
)] ·W 0,µ −
−g22
(
W 1,νW 1,µ +W
2,νW 2,µ +W
0,νW 0,µ
)
W 0,ν +
+g2∂
ν
(
W 1,µ W
2,
ν −W 2,µ W 1,ν
)
+
+g2
(
W 1,ν∂µW
2,
ν −W 1,ν∂νW 2,µ −W 2,ν∂µW 1,ν +W 2,ν∂νW 1,µ
)
+
+∂ν∂µW
0,
ν .
Îíî ïîõîæå íà óðàâíåíèå Êëåéíà-îðäîíà ïîëÿ W 0,µ ñ ìàññîé
g2
[− (W 2,νW 2,ν +W 1,νW 1,ν +W 0,νW 0,ν )] 12 . (151)
è ñ äîïîëíèòåëüíûìè ÷ëåíàìè âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëÿ W 0,µ ñ äðóãèìè êîìïîíåí-
òàìè ïîëÿ W.
"Ìàññà" (151) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ è ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà:
{
W k,′r = W
k,
r cosλ−W k,s sinλ,
W k,′s = W
k,
r sinλ+W
k,
s cosλ;
∣∣∣∣
{
W k,′0 = W
k,
0 coshλ−W k,s sinhλ,
W k,′s =W
k,
s coshλ−W k,0 sinhλ
∣∣∣∣
ñ âåùåñòâåííûì λ è ñ r ∈ {1, 2, 3} è s ∈ {1, 2, 3}, è (151) èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíûõ èçîñïèíîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé U (+):
W ′ν →W ′′ν = U ′WνU ′†,
íî íå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (149)
Óðàâíåíèå (150) ìîæíî óïðîñòèòü:
∑
ν gν,ν∂
ν∂νW
0,
µ =
[
g22
∑
ν 6=µ gν,ν
((
W 2,ν
)2
+
(
W 1,ν
)2)] ·W 0,µ −
−g22
∑
ν 6=µ gν,ν
(
W 1,νW 1,µ +W
2,νW 2,µ
)
W 0,ν −
+g2
∑
ν gν,ν∂
ν
(
W 1,µ W
2,
ν −W 2,µ W 1,ν
)
+
+g2
∑
ν gν,ν
(
W 1,ν∂µW
2,
ν −W 1,ν∂νW 2,µ −W 2,ν∂µW 1,ν +W 2,ν∂νW 1,µ
)
+
+∂µ
∑
ν gν,ν∂
νW 0,ν .
(çäåñü íåò ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì "
ν
ν"; ñóììèðîâàíèå
âûðàæàåòñÿ ñèìâîëîì "
∑
" ) .
Â ýòîì óðàâíåíèè îðìà
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g2
−∑
ν 6=µ
gν,ν
((
W 2,ν
)2
+
(
W 1,ν
)2)
1
2
ìîæåò ìåíÿòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå, íî îíà íå ñîäåðæèò W 0,µ è ëîêàëüíî äåéñòâóåò
êàê ìàññà, ò.å. íå ïîçâîëÿåò ÷àñòèöàì ýòîãî ïîëÿ âåñòè ñåáÿ ïîäîáíî áåçìàññîâûì
÷àñòèöàì.
Ïóñòü
α
def
= arctan g1
g2
,
Zµ
def
=
(
W 0,µ cosα−Bµ sinα
)
,
Aµ
def
=
(
Bµ cosα+W
0,
µ sinα
)
.
Â ýòîì ñëó÷àå:
∑
ν gν,ν∂ν∂νW
0,
µ = cosα ·
∑
ν gν,ν∂ν∂νZµ + sinα ·
∑
ν gν,ν∂ν∂νAµ.
Åñëè ∑
ν
gν,ν∂ν∂νAµ = 0,
òî
mZ =
mW
cosα
ñ mW èç (151). Ýòî ïî÷òè êàê â Ñòàíäàðòíîé Ìîäåëè.
5.6 Ïîâîðîòû äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è êâàððêè
Ïóñòü α - âåùåñòâåííîå ÷èñëî, è
x′1
def
= x1 cos (α)− x2 sin (α) ;
x′2
def
= x1 sin (α) + x2 cos (α) ; (152)
x′3
def
= x3.
Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ëþáîé óíêöèè ϕ:
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∂′1ϕ = (∂1ϕ · cosα− ∂2ϕ · sinα) ;
∂′2ϕ = (∂2ϕ · cosα+ ∂1ϕ · sinα) ; (153)
∂′3ϕ = ∂3ϕ. (154)
Òàê êàê jA - 3-âåêòîð, òî èç (110):
j′A,1 = −ϕ†
(
β[1] cos (α)− β[2] sin (α)
)
ϕ;
j′A,2 = −ϕ†
(
β[1] sin (α) + β[2] cos (α)
)
ϕ;
j′A,3 = −ϕ†β[3]ϕ.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äëÿ ϕ′:
j′A,1 = −ϕ′†β[1]ϕ′;
j′A,2 = −ϕ′†β[2]ϕ′;
j′A,3 = −ϕ′†β[3]ϕ′,
è
ϕ′
def
= U1,2 (α)ϕ,
òî
U †1,2 (α)β
[1]U1,2 (α) = β
[1] cosα− β[2] sinα;
U †1,2 (α)β
[2]U1,2 (α) = β
[2] cosα+ β[1] sinα; (155)
U †1,2 (α)β
[3]U1,2 (α) = β
[3]
;
èç (110): òàê êàê
ρA = ϕ
†ϕ = ϕ′†ϕ′,
òî
U †1,2 (α)U1,2 (α) = 14. (156)
Åñëè
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U1,2 (α) = cos
α
2
· 14 − sin α
2
· β[1]β[2],
òî U1,2 (α) ïîä÷èíÿåòñÿ âñåì ýòèì óñëîâèÿì ((155), (156)). Áîëåå òîãî:
U †1,2 (α) β
[4]U1,2 (α) = β
[4]
;
U †1,2 (α) γ
[0]U1,2 (α) = γ
[0]
,
(157)
U †1,2 (α) γ
[5]U1,2 (α) = γ
[5]
.
Ïóñòü Ĥ ′l - ðåçóëüòàò çàìåíû β
[k]
íà β[k]′ = U †1,2 (α) β
[k]U1,2 (α) è ∂k - íà ∂
′
k =
∂
∂x′
k
â Ĥl.
Èç (153), (155), (156) è (157):
Ĥ ′l = i

β[1]
(
∂1 + i (Θ
′
1 cos (α) + Θ
′
2 sin (α))+
+i (Υ′1 cos (α) + Υ
′
2 sin (α)) γ
[5]
)
+
+β[2]
(
∂2 + i (−Θ′1 sin (α) + Θ′2 cos (α))+
+i (−Υ′1 sin (α) + i′2 cos (α)) γ[5]
)
+
+β[3]
(
∂3 + iΘ
′
3 + iΥ
′
3γ
[5]
)
+
+iM ′0γ
[0] + iM4β
[4]
.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
Θ′0 = Θ0,
Θ′1 = Θ1 cos (α)−Θ2 sin (α) ,
Θ′2 = Θ1 sin (α) + Θ2 cos (α) ,
Θ′3 = Θ3,
è òàêàÿ æå îðìóëà äëÿ 〈Υ0,Υ1,Υ2,Υ3〉, òî Ĥ ′l = Ĥl ïðè ïîâîðîòàõ äåêàðòîâîé
ñèñòåìû (152).
Íî:
U †1,2 (α) ζ
[1]U1,2 (α) = ζ
[1] cosα− η[2] sinα;
U †1,2 (α) η
[2]U1,2 (α) = η
[2] cosα+ ζ [1] sinα;
(158)
U †1,2 (α) ζ
[2]U1,2 (α) = ζ
[2] cosα− η[1] sinα;
U †1,2 (α) η
[1]U1,2 (α) = η
[1] cosα+ ζ [2] sinα;
(159)
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U †1,2 (α) ζ
[3]U1,2 (α) = ζ
[3]
;
U †1,2 (α) η
[3]U1,2 (α) = η
[3]
;
U †1,2 (α) γ
[0]
ζ U1,2 (α) = γ
[0]
ζ cosα− γ[0]η sinα;
U †1,2 (α) γ
[0]
η U1,2 (α) = γ
[0]
η cosα+ γ
[0]
ζ sinα;
U †1,2 (α) γ
[0]
θ U1,2 (α) = γ
[0]
θ ;
(160)
U †1,2 (α) ζ
[4]U1,2 (α) = ζ
[4] cosα+ η[4] sinα;
U †1,2 (α) η
[4]U1,2 (α) = η
[4] cosα− ζ [4] sinα;
U †1,2 (α) θ
[4]U1,2 (α) = θ
[4]
(161)
è
U †1,2 (α) θ
[1]U1,2 (α) = θ
[1] cosα+ θ[2] sinα;
U †1,2 (α) θ
[2]U1,2 (α) = θ
[2] cosα− θ[1] sinα;
U †1,2 (α) θ
[3]U1,2 (α) = θ
[3]
.
Ñëåäîâàòåëüíî èç (158), (159), (160), (161):
Ĥ (ζ) ïåðåìåøèâàåòñÿ ñ Ĥ (η) ïðè òàêîì ïîâîðîòå. Äëÿ äðóãèõ ïîâîðîòîâ
äåêàðòîâîé ñèñòåìû: ëåïòîííûå ãàìèëüòîíèàíû ïðåîáðàçóþòñÿ â ëåïòîííûå, à
öâåòíûå ïåðåìåøèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé.
Ïîýòîìó öâåòíàÿ òðîéêà ýëåìåíòîâ íå ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà â ïðîñòðàíñòâå.
Ýòè ÷àñòèöû äîëæíû áûòü ëîêàëèçîâàíû â îäíîì è òîì æå ìåñòå (êîíàéíìåíò?).
Êàæäàÿ öâåòíàÿ ïåíòàäà ñîäåðæèò ïî äâà ìàññîâûõ ýëåìåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî,
êàæäîå ñåìåéñòâî ñîäåðæèò äâà ñîðòà öâåòíûõ ÷àñòèö òðåõ öâåòîâ. ß íàçûâàþ ýòè
÷àñòèöû êâàððêàìè.
5.7 Âêóñîâûå ïåíòàäû
ß íàçûâàþ 4× 4 ìàòðèöû òèïà
[
ϑ 02
02 υ
]
2-äèàãîíàëüíûìè, à
[
02 ϑ
υ 02
]
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- 2-àíòèäèàãîíàëüíûìè.
Òàêèì îáðàçîì, â ëåïòîíííîì óðàâíåíèè äâèæåíèÿ òðè 2-äèàãîíàëüíûõ
ýëåìåíòà ëåãêîé ïåíòàäû îïðåäåëÿåò 3-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé, à äâà
2-àíòèäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòà îáðàçóþò 2-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ýëåêòðîñëàáûõ
âçàèìîäåéñòâèé. Àíàëîãè÷íî äëÿ öâåòíûõ ïåíòàä.
Äëÿ ñëàäêîé ïåíòàäû âåêòîð ëîêàëüíîé ñêîðîñòè èìååò ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:
ρu
∆
0
def
= ϕ†∆[0]ϕ = − cos
(
2· ∗α
)
,
ρu
∆
1
def
= ϕ†∆[1]ϕ = − sin
(
2· ∗α
)
·
 cos
( ∗
β
)
· sin
(∗
χ
)
cos
(∗
γ − ∗υ
)
+sin
( ∗
β
)
· cos
(∗
χ
)
cos
(∗
θ −
∗
λ
)
 ,
ρu
∆
2
def
= ϕ†∆[2]ϕ = − sin
(
2· ∗α
)
·
 − cos
( ∗
β
)
· sin
(∗
χ
)
sin
(∗
γ − ∗υ
)
+sin
( ∗
β
)
· cos
(∗
χ
)
sin
(∗
θ −
∗
λ
)
 ,
ρu
∆
3
def
= ϕ†∆[3]ϕ = − sin
(
2· ∗α
)
·
 cos
( ∗
β
)
· cos
(∗
χ
)
cos
(∗
γ − ∗λ
)
− sin
( ∗
β
)
· sin
(∗
χ
)
cos
(∗
θ − ∗υ
)
 ,
ρu
∆
4
def
= ϕ†∆[4]ϕ = − sin
(
2· ∗α
)
·
 − cos
( ∗
β
)
· cos
(∗
χ
)
sin
(∗
γ − ∗λ
)
− sin
( ∗
β
)
· sin
(∗
χ
)
sin
(∗
θ − ∗υ
)
 .
Ñëåäîâàòåëüíî, çäåñü 2-àíòèäèîãîíàëüíûå ìàòðèöû ∆[1] è ∆[2] îïðåäåëÿþò 2-
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (u
∆
1 , u
∆
2 ), â êîòîðîì äåéñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå èçîñïèíà.
2-àíòèäèàãîíàëüíûå ìàòðèöû ∆[3] è ∆[4] îïðåäåëÿþò òàêîå æå ïðîñòðàíñòâî
(u
∆
3 , u
∆
4 ). Ýòà ïåíòàäà ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ 2-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó,
îïðåäåëÿþùóþ 1-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (u
∆
0 ) äëÿ ðàçìåùåíèÿ ñîáûòèé.
Ïîäîáíî ñëàäêîé ïåíòàäå ãîðüêàÿ ïåíòàäà ñ ÷åòûðüìÿ 2-àíòèäèàãîíàëüíûìè
ìàòðèöàìè è ñ åäèíñòâåííîé 2-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé îïðåäåëÿåò äâà 2-ìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâà äëÿ èçîñïèíîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé è îäíî 1-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ
ðàçìåùåíèÿ ñîáûòèé.
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5.8 Äâà ñîáûòèÿ
Ïóñòü
∫
D1
d3x
∫
D2
d3y · ρ (t,x,y) Def= P (A1 (t,D1)&A2 (t,D2))
Ñóùåñòâóþò êîìïëåêñíûå óíêöèè ϕs1,s2 (t,x,y) (sk ∈ {1, 2, 3, 4}), äëÿ êîòîðûõ:
ρ (t,x, y) = 4
4∑
s1=1
4∑
s2=1
ϕ∗s1,s2 (t,x,y)ϕs1,s2 (t,x,y) .
Åñëè
Ψ(t,x,y)
Def
=
=
∑4
s1=1
∑4
s2=1
ϕs1,s2 (t,x,y)
(
ψ†s1 (x)ψ
†
s2
(y) − ψ†s2 (y)ψ†s1 (x)
)
Φ0
,
òî
Ψ† (t,x,y) Ψ (t,x,y) =
= 4
∑4
s1=1
∑4
s2=1
ϕ∗s1,s2 (t,x
′,y′)ϕs1,s2 (t,x,y) · δ (x− x′) δ (y − y′) .
Ïîäîáíî (112): ñèñòåìà ñ íåèçâåñòíûìè êîìïëåêñíûìè óíêöèÿìè Q
(1)
s1,k1
,
Qs2,k2 , Q
(1,2)
s1,k1;s2,k2
:

∑4
k1=1
Q
(1)
s1,k1
ϕk1,s2 +
∑4
k2=1
Q
(2)
s2,k2
ϕs1,k2+
+
∑4
k1=1
∑4
k2=1
Q
(1,2)
s1,k1;s2,k2
ϕk1,k2 =
= ∂tϕs1,s2 −
∑3
r=1
(∑4
k1=1
β
[r]
s1,k1
∂
∂xr
ϕk1,s2 +
∑4
k2=1
β
[r]
s2,k2
∂
∂yr
ϕs1,k2
)
;
Q
(1)∗
k1,s1
= −Q(1)s1,k1 ;
Q
(2)∗
k2,s2
= −Q(2)s2,k2 ;
Q
(1,2)∗
k1,s1;s2,k2
= −Q(1,2)s1,k1;s2,k2 ;
Q
(1,2)∗
s1,k1;k2,s2
= −Q(1,2)s1,k1;s2,k2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
èìååò ðåøåíèÿ.
et etera...
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5.9 àçìåðíîñòü èçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
Òåïåðü ïóñòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé µ - ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
íåîáÿçàòåëüíî ðàâíîå 3.
Ïî [27℄: äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà z ñóùåñòâóåò êëèîðäîâî ìíîæåñòâî
ðàíãà 2z.
Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè 〈ρ (t,x) , j (t,x)〉 íàòóðàëüíîå ÷èñëî
s, êëèîðäîâî ìíîæåñòâîK ðàíãà s è êîìïëåêñíûé s-âåêòîð←−ς (t,x) ñóùåñòâóþò,
äëÿ êîòîðûõ: γn ∈ K è
←−ς (t,x)†←−ς (t,x) = ρ (t,x) , (162)
←−ς (t,x)† γn←−ς (t,x) = jn (t,x) . (163)
Â ýòîì ñëó÷àå
←−ς (t,x) íàçûâàåòñÿ s-ñïèíîðîì äëÿ 〈ρ (t,x) , j (t,x)〉.
Ïóñòü ρc(t,x|t0,x0) - ïëîòíîñòü óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A (t,x) ïî
ñîáûòèþ B (t0,x0) â µ+ 1 ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. È åñëè
ρc(t,x|t0,x0) = g(t,x|t0,x0)ρ(t,x),
òî óíêöèÿ g(t,x|t0,x0) åñòü óíêöèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ A è B â µ + 1-
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.
Ïóñòü
←−ς c è ←−ς - s-ñïèíîðû, äëÿ êîòîðûõ: ρ =←−ς †←−ς è ρc =←−ς †c←−ς c.
Åñëè íà ýòèõ ñïèíîðàõ îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå ◦ òàê, ÷òî äëÿ êàæäîãî ←−ς c è←−ς ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ←−ς g ýòîé àëãåáðû, äëÿ êîòîðîãî: ←−ς c =←−ς g ◦←−ς è ←−ς †g←−ς g = g,
òî ìíîæåñòâî ýòèõ ñïèíîðîâ îáðàçóåò íîðìèðîâàííóþ àëãåáðó ñ äåëåíèåì.
àçìåðíîñòü òàêîé àëãåáðû ïî òåîðåìå óðâèöà [8℄ (Êàæäàÿ íîðìèðîâàííàÿ
àëãåáðà ñ åäèíèöåé èçîìîðíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ: àëãåáðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
R, àëãåáðà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C, àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ K, èëè àëãåáðà îêòàâ O´)
è ïî îáîáùåííîé òåîðåìå Ôðîáåíèóñà [9℄ (Àëãåáðà ñ äåëåíèåì èìååò ðàçìåðíîñòü
òîëüêî 1,2,4 èëè 8) íå áîëüøå, ÷åì 8.
Â ýòîì ñëó÷àå ðàçìåð ìàòðèö êëèîðäîâà ìíîæåñòâà íå áîëåå, ÷åì 4 ×
4 (ìàòðèöû ýòîãî ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûå). Òàêîå êëèîðäîâî ìíîæåñòâî
ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì 5 ýëåìåíòîâ. Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ýòîé ïåíòàäû
îïðåäåëÿþò ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé. àçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà íå áîëüøå
3. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì 3+1 ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ.
Åñëè µ > 3, òî äëÿ êàæäîé òàêîé àëãåáðû ñóùåñòâóåò óíêöèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ,
íå ïðèíàäëåæàùàÿ ýòîé àëãåáðå. ß íàçûâàþ òàêèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåðõåñòåñò-
âåííûìè äëÿ ýòîé àëãåáðû âçàèìîäåéñòâèÿìè.
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5.10 Èíòåðïðåòàöèÿ êâàíòîâîé òåîðèè ñîáûòèÿìè
Çäåñü ÿ ïðîäîëæàþ ðàçâèâàòü èäåþ èíòåðïðåòàöèè êâàíòîâîé òåîðèè ñîáûòèÿìè
[10℄:
Êàê ìû âèäåëè, ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè ïðåäñòàâëÿþò
ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ î âåðîÿòíîñòÿõ òî÷å÷íûõ ñîáûòèé è èõ àíñàìáëåé.
Ïîâåäåíèå èçè÷åñêîé ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû â âàêóóìå ïîäîáíî ïîâåäåíèþ
ýòèõ âåðîÿòíîñòåé. Â äâóõ-ùåëåâîì ýêñïåðèìåíòå [28℄ åñëè â âàêóóìå ìåæäó
èñòî÷íèêîì èçè÷åñêîé ÷àñòèöû è äåòåêòèðóþùèì ýêðàíîì ïîìåùàåòñÿ ïåðåãî-
ðîäêà ñ äâóìÿ ùåëÿìè, òî íàáëþäàåòñÿ èíòåðåðåíöèÿ âåðîÿòíîñòåé. Íî åñëè ýòó
ñèñòåìó ïîìåñòèòü â êàìåðó Âèëüñîíà, òî ÷àñòèöà áóäåò èìåòü ÿñíóþ òðàåêòîðèþ,
îáîçíà÷åííóþ êàïëÿìè êîíäåíñàòà, è âñÿêàÿ èíòåðåðåíöèÿ èñ÷åçíåò. Ýòî ïîäîáíî
òîìó, ÷òî èçè÷åñêàÿ ÷àñòèöà ñóùåñòâóåò òîëüêî â òîò ìîìåíò êîãäà ñ íåþ
ñëó÷àåòñÿ êàêîå-íèáóäü ñîáûòèå. Â îñòàëüíûå âðåìåíà ÷àñòèöû íåò, à åñòü òîëüêî
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñ íåþ ÷òî-íèáóäü ñëó÷èòñÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìåæäó ñîáûòèåì ðîæäåíèÿ è ñîáûòèåì äåòåêòèðîâàíèÿ
ñ ÷àñòèöåé íå ñëó÷àåòñÿ íèêàêèõ ñîáûòèé, òî ïîâåäåíèå ÷àñòèöû - ýòî ïîâåäåíèå
âåðîÿòíîñòè ìåæäó òî÷êîé ðîæäåíèÿ è òî÷êîé äåòåêòèðîâàíèÿ; ïðè ýòîì íàáëþ-
äàåòñÿ èíòåðåðåíöèÿ. Íî â êàìåðå Âèëüñîíà, ãäå àêòû èîíèçàöèè îáðàçóþò ïî÷òè
íåïðåðûâíóþ ëèíèþ, ÷àñòèöà èìååò ÿñíóþ òðàåêòîðèþ è íèêàêîé èíòåðåðåíöèè.
Ýòà ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïîòîìó, ÷òî òàêàÿ ëèíèÿ íå àáñîëþòíî íåïðåðûâíà.
Êàæäàÿ òî÷êà èîíèçàöèè èìååò ñîñåäíþþ èîíèçàöèîííóþ òî÷êó, è ìåæäó ýòèìè
òî÷êàìè íèêàêèõ ñîáûòèé ñ ÷àñòèöåé íå ïðîèñõîäèò. Ñëåäîâàòåëüíî, èçè÷åñêàÿ
÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïîòîìó, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðîÿòíîñòü ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â
ïðîñòðàíñòâå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòèöà åñòü àíñàìáëü ñîáûòèé, ñâÿçàííûõ âåðîÿòíîñòÿìè. À
çàðÿäû, ìàññû, èìïóëüñû, ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â êîíäåíñàòå è ò.ï. ïðåäñòàâëÿþò
ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû âîëí ýòèõ âåðîÿòíîñòåé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ïðîñò-
ðàíñòâå-âðåìåíè. Ýòî îáúÿñíÿåò âñå ïàðàäîêñû êâàíòîâîé èçèêè.
6 Çàêëþ÷åíèå
1. Îñíîâíûå ñâîéñòâà âðåìåíè - îäíîìåðíîñòü è íåîáðàòèìîñòü -, ìåòðè÷åñêèå
ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà è ïðèíöèïû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè âûâîäÿòñÿ èç ëîãè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâà ðåêîðäåðîâ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ó âàñ åñòü êàêîå-íèáóäü
ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, èìåþùèõ äåëî ñ èíîðìàöèåé, òî "âðåìÿ" è "ïðîñòðàíñòâî"
íåèçáåæíû íà ýòîì ìíîæåñòâå. È íå èìååò çíà÷åíèÿ, âêëþ÷åíî ëè ýòî ìíîæåñòâî â
íàø ìèð èëè â êàêèå-ëèáî äðóãèå ìèðû, íå èìåþùèå èçíà÷àëüíî ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîé ñòðóêòóðû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâåííî- âðåìåííàÿ ñòðóêòóðà
åñòü ñëåäñòâèå ëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ èíîðìàöèè.
2. Âåðîÿòíîñòü ïðåäñòàâëÿåò îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé
ëîãèêè. Âåðîÿòîñòü åñòü ëîãèêà åùå íå ïðîèçîøåäøèõ ñîáûòèé.
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3. Ìû ñàìè âûáèðàåì âûðàæåíèå âåðîÿòíîñòè â îðìå (110). Ìû ñàìè
ââîäèì îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ. Ìû
ñàìè äîáàâëÿåì äâå êâàçèïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû ê íàøèì òðåì, et. Òî
åñòü ìû êîíñòðóèðóåì ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, â êîòîðîé ÷àñòèöû, àíòè÷àñòèöû è
êàëèáðîâî÷íûå áîçîíû íåèçáåæíû. Êàêîâ âîïðîñ - òàêîâ îòâåò.
Òàêèì îáðàçîì ìû ñàìè óñòàíàâëèâàåì ïðàâèëà îáðàáîòêè âåðîÿòíîñòíîé
èíîðìàöèè â îðìå çàêîíîâ êâàíòîâîé òåîðèè. À çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ çàâèñÿò
îò ñòðóêòóðû íàøèõ ïðèáîðîâ.
Ïîõîæå íà òî, ÷òî Ïðèðîäà äàåò íàì òîëüêî âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé. À çàêîíû
èçèêè, îïåðèðóþùèå ýòèìè âåðîÿòíîñòÿìè, ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì ñâîéñòâ
êîíñòðóêöèè íàøèõ ïðèáîðîâ è ëîãè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ íàøåãî ÿçûêà. Åñëè ãäå-
íèáóäü äåéñòâóþò äðóãèå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ è îáðàáîòêè èíîðìàöèè, òî òàì
èçè÷åñêèå çàêîíû áóäóò èìåòü äðóãóþ îðìó. Ïîýòîìó êâàíòîâàÿ òåîðèÿ
ïðåäñòàâëÿåò îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ îáðàáîòêè âåðîÿòíîñòíîé èíîðìàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíûìè ñóùíîñòÿìè Óíèâåðñóìà ÿâëÿþòñÿ íå ÷àñòèöû è
ïîëÿ, à ëîãè÷åñêèå ñîáûòèÿ è ëîãè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè. Óíèâåðñóì - ò. å. âðåìÿ,
ïðîñòðàíñòâî è âñå èõ ñîäåðæèìîå - ïðåäñòàâëÿåò ïðîèçâîäíîå èç ýòîé ëîãèêè.
Èíîðìàöèîííàÿ ñèñòåìà ëþäåé ñ èõ ïðèáîðàìè, â êîíå÷íîì ñ÷åòå îáðàçîâàí-
íàÿ ñïèíîðàìè è êëèîðäîâûìè ìàòðèöàìè, îêàçàëàñü íàñòîëüêî ñèëüíîé, ÷òî
ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ñåáÿ ñâîèìè æå ñðåäñòâàìè. Ñóùåñòâóåò ëè äðóãàÿ èíîðìàöè-
îííàÿ ñòðóêòóðà, ñðàâíèìàÿ ïî òåîðåòè÷åñêîé ñèëå ñ ýòîé?
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